UNIVERZA V LJUBLJANI
FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

Finan¢na matematika — 1. stopnja

Marvin Herzog

Podlyeve zare

Delo diplomskega seminarja

Mentor: prof. dr. Janez Bernik

Ljubljana, 2016/2017



KazarLo

1. Uvod

2. Pélya-Eggenbergerjeva zara

2.1.  Slucajni proces indikatorskih spremenljivk
2.2, Stevilo érnih kroglic

2.3. Delez ¢rnih kroglic

2.4. Verjetnost prvega izenacenja

2.5. Izhodna verjetnost

3. Splosne Pélyeve zare

4. Prakticne aplikacije Pdlyevih zar
4.1. Ehrenfestov model difuzije plinov
4.2. Model epidemije

4.3. Klinicne raziskave

Slovar strokovnih izrazov

Literatura



ZAHVALA

Ob zakljucku diplomske naloge se iskreno zahvaljujem mentorju prof. dr. Janezu
Berniku za vso pomo¢ in za vsebinske ideje. Zahvala gre tudi asist. dr. Matiji
Vidmarju za obrazlozitev nekaterih konceptov iz njegovih ¢lankov. Ravno tako se bi
rad zahvalil moji druzini za vso podporo ter moji macki Maci, ki me je pomirajala
ob pisanju naloge.



Pédlyeve zare

POVZETEK

V diplomski nalogi bom predstavil vec¢ razli¢ic in posplositev Pélyevih zar. Veckrat
v nalogi bom s pomocjo programa R demonstriral obnasanje modelov in simuliral
primere nekaterih zar. Natancneje bom obdelal Pélya-Eggenbergerjev model, kjer
bom sprva izpeljal porazdelitev kroglic ob poljubnih zac¢etnih parametrih in nekatere
lastnosti modela. Dokazal bom, da je proces deleza ¢rnih kroglic v taki zari martingal
in da konvergira proti beta porazdelitvi. Izracunal bom verjetnost, da do poljubnega
casa pride do izenacenja v stevilu belih in ¢rnih kroglic ter pripadajoco limitno
verjetnost. Preko definicije matrik zamenjav bom nato vpeljal ve¢barvne modele
Polyevih zar s splosnimi pravili za zamenjavo kroglic. Nazadnje bom s pomocjo
markovskih verig in stohasti¢nih matrik zamenjav predstavil tri primere uporabnih
aplikacij Polyevih zar: Ehrenfestov model difuzije plinov, model epidemije ter “Play-
the-Winner” shemo zar za klini¢ne raziskave.

Pélya urn models

ABSTRACT

In my thesis I present multiple variations and generalizations of the Pélya urn model.
Regularly throughout the text I use the R software to demonstrate the behaviour
of models and to simulate urn examples. I then present the Pdlya-Eggenberger
urn scheme in detail, where I derive the distribution of the balls in the urn and
some of the model’s properties. I prove that the black-to-white ball ratio process
is a martingale and that it converges to a beta distribution. Next, I calculate
the probability of an equalization in the number of black and white balls up to a
certain time, and the associated limit probability. With the addition of replacement
matrices I then introduce multicolor Polya urn models with arbitrary replacement
rules. Lastly I utilize Markov chains and stochastic replacement matrices to provide
three examples of practical applications of the Pélya urn model: The Ehrenfest gas
diffusion model, a model of epidemics and the “Play-the-Winner” urn scheme for
clinical research trials.

Math. Subj. Class. (2010): 60G42, 60G50, 60J10, 60J85
Kljucne besede: Pdlya, verjetnost, modeli zar, slucajni sprehodi, slucajni procesi

Keywords: Pdélya, probability, urn models, random walks, stochastic processes
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1. UvoD

Poélyeve zare so verjetnostni model, ki ga je leta 1923 predstavil madzarski ma-
tematik George (Gyorgy) Pélya v sodelovanju s Florianom Eggenbergerjem v delu
Uber die Statistik verketteter Vorginge. Gre za model zare, pri kateri imamo v
osnovni razli¢ici problema eno ¢rno in eno belo kroglico. V vsakem koraku modela
naklju¢no izvlecemo kroglico, to kroglico vrnemo v zaro, nato pa dodamo Se eno
kroglico iste barve kot kroglica, ki smo jo izvlekli.

(1.1

(bele,¢rne)

Statisticna posebnost tega modela je naslednja: ¢im vecji kot je delez kroglic neke
barve (po nekaj korakih), tem bolj verjetno bo, da bomo v naslednjih korakih izvlekli
kroglico prav te barve. S tovrstnim modelom lahko tako proucujemo pojave, kjer
“bogati postajajo Se bogatejsi”. Zato lahko Pdlyeve zare uporabimo za modeliranje
sirjenja nalezljivih bolezni in epidemij, dinamike prebivalstva, evolucijskih procesov
v biologiji in Se kopico drugih pojavov. Zaradi svoje narave razvejanja ga lahko
uporabimo kot model podatkovnih struktur v racunalnistvu, z njim lahko simuliramo
procese odloc¢anja, porabo internetnega paketnega prenosa, itd.

V nadaljevanju bom predstavil nekoliko posploseno razlicico Pélyevih zar, kjer
je na zacetku v zari By € N érnih, Wy € N belih kroglic. Vsaki¢ ko izvlecemo
kroglico (in jo nato vrnemo), dodamo v zaro Se ¢ € Z kroglic iste barve. V prvem
poglavju bom vpeljal verjetnostno teorijo za procesom in se ukvarjal s porazdelitvami
kroglic v zari pri razliénih zacetnih parametrih. Posebeno pozornost bom namenil
procesu deleza ¢rnih kroglic v zari in izpeljal njegovo limitno porazdelitev. Naslednji
dve podpoglavji bom posvetil izhodni verjetnosti, tj. verjetnosti, da se po zacetku
procesa kadarkoli vrnemo v zacetno stanje glede na razliko v stevilu belih in ¢rnih
kroglic. V drugem poglavju bom dodatno razsiril koncept Pdlyevih zar tako, da
bom sprostil pravilo za vracanje kroglic in dopustil zare s kroglicami vec¢ih barv. V
zadnjem poglavju bom izhajal iz posplosenih Zar, spoznanih v prejsnjem poglavju.
Hkrati bom vpeljal nekaj dodatnih konceptov, kot so osnove markovskih verig in
stohasticne zare. V tem poglavju bom tako iz zgodovinskega kot iz matematicnega
vidika zajel nekaj primerov prakti¢nih aplikacij Poélyevih zar.



2. POLYA-EGGENBERGERJEVA ZARA

2.1. Slucajni proces indikatorskih spremenljivk

V naslednjih poglavjih bomo obravnavali model zare, v kateri je sprva Wy € N belih
in By € N ¢érnih kroglic. Na vsakem koraku zrebamo in vrnemo kroglico, nato pa
dodamo Se ¢ € Z kroglic iste barve. Razvoj nastalega slucajnega procesa lahko
prikazemo z binomskim drevesom stanj.

(wo,bo)

(bele,érne)

Uvedimo indikatorsko sluc¢ajno spremenljivko

X 1, v casu ¢ izvlecemo ¢rno kroglico,
i . .. . .
0, v casu 7 izvlecemo belo kroglico.

Te lahko uredimo v (koncen) sluc¢ajni proces X = (X, Xo,..., X,).

Naj bodo (z1, 2z, ...,x,) € {0,1}" in naj bo k := x; + 29 + ...+ x,. Zanima nas
skupna porazdelitev X. Ce vemo, da je v ¢asu i v zari B; ¢rnih ter W; belih kroglic,
potem poznamo verjetnost, da bo naslednja izvlecena crna

]P)(Xi—l—l =1 | X1 = Il,Xg = l‘g,...,Xi = Iz)
Po izreku o popolni verjetnosti sledi
P(Xl = ZEhXQ = ZE‘Q,...,Xn = In) =
= ]P)(Xl = l’l)]P)(XQ = T2 | X1 = I’l) N P(Xn =Ty | Xl = T1y... aXn—l = I’n_l).
V zgornjem produktu je v imenovalcu vsakega ¢lena takratno stevilo kroglic v
zari. Torej dobimo produkt (By+ Wy)(Bo + Wy +¢)...[Bo+ Wy + (n — 1)c].
V stevcih k izmed faktorjev predstavlja dogodek, da smo izbrali ¢rno kroglico. Ti

tvorijo produkt By(By+c)...(By+ (k—1)c). Preostalih n—k faktorjev pa dogodek,
da smo izvlekli belo kroglico, torej Wo(Wy +¢) ... (Wy+ (n — k — 1)c). Sledi

P(Xl :ZL'l,...,Xn :Zlfn) =
(Bo+W0)(BQ+W0+C)[Bo+W0+ (TZ— ].)C]




Opazimo lahko, da je skupna porazdelitev odvisna od (z1,xs, ..., x,) zgolj preko
k=" x; Torej je invariantna glede na permutacijo (z1, zs,...,2,) in sledi, da
so slucajne spremenljivke znotraj slucajnega procesa X zamenljive. To pa pomeni,
da ima vsaka izmed permutacij (X1, Xs,...,X,) enako porazdelitev (posledica de
Finettijevega izreka). 7 drugimi besedami to pomeni, da ima v drevesu stanj vsaka
izmed poti do dolo¢enega stanja enako verjetnost. Torej je X; porazdeljena enako
kot X; za vsak i € {1,...,n} in velja P(X; = 1) = P(X; = 1) = =22 Tako lahko

. . Bo+Wpy*
1Zracunamao

— Bo

C By+ Wy
By Wo

~ By+ Wy By+ Wy’

E[X]

var(X;)

c
COI'(Xi, X]) = COI'(Xl,XQ) = m

Vidimo, da so X; nekorelirane natanko tedaj, ko je ¢ = 0. Se ve¢, ¢e primerjamo
robno in skupno porazdelitev opazimo, da so pri ¢ = 0 sluc¢ajne spremenljivke X;
neodvisne. Takrat gre namrec¢ zgolj za zaporedje Bernoullijevih poskusov. Z izjemo
¢ = 0 je model Pélyjevih zar eden najbolj znanih primerov slucajnih procesov, v
katerem so slucajne spremenljivke zamenljive, vendar odvisne.

2.2. Stevilo érnih kroglic
Za n € N je stevilo ¢rnih kroglic, ki smo jih izvlekli v prvih n korakih enaka

Torej je stevilo ¢rnih kroglic v zari po n korakih By + ¢Y,,. Zanima nas P(Y,, = k).
Ker obstaja (Z) poti do tega stanja in je vsaka izmed poti enako verjetna, sledi

]{j (Bo+W0)(Bo+W0+C)[Bo—FWQ—f—(n—l)C}
Zgornjo verjetnost lahko (za ¢ € N) zapisemo drugace s pomoéjo funkcije beta
F(%Jrk:)r(%wz—k)) (2 + k)% +n — k)

P(Y, = k) = (Z) re) ey (n) r(E+ %y p)

P(Y, = k) = (”) [Bo(Bo +¢)...(Bo + (k= 1)e)][[Wo(Wo +¢) ... (Wo + (n— k —1)¢]

[(Be 4 %o 4 p) k I(£)r(Ho)

L2 +5) L2+ 1)
n\ B2 +k, %2 +n — k)
IAAECE DR

Ta porazdelitvena funkcija je znana tudi kot Pélyeva oz. Beta-binomska po-
razdelitev. V primeru ¢ = 0 se ta reducira na binomsko porazdelitev:

V PYn =) = (Z) (Bo ﬁowo)k(BOTOWO)M'

Ce je ¢ = —1 (ter n < By + Wp), na hipergeometrijsko porazdelitev:
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o (n\[Bo(Bo—1)...(By—k+ 1)][Wo(Wo—1)...(Wo —n + k + 1)]
P(Y”_k)_(k) (Bo +Wo)(By + Wy —1)...(Bo +Wy —n+1)

BO! W()‘
0\ Bo— K Wy —n+B)in—k)! (n =k ()5
B (k) (BO + W(J)! n! o (BDJTrLWo) )

(By + Wy — n)ln!

V primeru By = W, = ¢ pa dobimo kar enakomerno diskretno porazdelitev:

' [BERN[BY " (n — k) 1
(n — k)lk! Bi(n+1)! n+1
KerjeV, =>" X, iz E[X;] = BOEOVVO zaradi linearnosti matematicnega upanja
sledi
By
EY, | =n——.
Yol =g

Zanimivo je, da upanje Y, ni odvisno od parametra c. Lahko pa fiksiramo By, Wy, n
in opazujemo lim P(Y,, = k). Za k = 0 ter k = n velja
Cc— 00

. . Wo Wo+c WO—I—(TL— 1)0 Wo
lim P(Y,, = 0) = lim = ’
c—00 c—o0 By + Wy By + Wy + ¢ BO+WO+(n—1)c By + W,
B B B —1 B
lim P(Y,, =n) = lim 0 ote ot (n—1e = °__.
c—00 c—=00 By + Wy By + Wy + ¢ Bo+W0+(TL—1)C By + Wy

Posledicno kot komplement zgornjega dobimo
lim P(Y,, € {1,2...,n—1}) =0.

Cc— 00
2.3. Delez ¢rnih kroglic
Naj bo ¢ € Ny (da nam ne zmanjka kroglic). Za n € N je delez izvlecenih ¢rnih
kroglic v n-tem koraku enak

Delez ¢rnih kroglic v zari je tedaj
. Bo + CYn
N B() + Wo +cn .

n -

Izrek 2.1. Naj bo c € Ny. Ko gre n — oo konvergira (M,)nen skoraj gotovo proti
slucagni spremenljivki M natanko tedaj, ko (Z,)nen konvergira skoraj gotovo proti
slucagni spremenljivks Z. Tedaj sta mjuni limite enaks.
Dokaz.
B

_ 0 1 cn M

Bo+Wo+CTL Bo+W0+Cn
Res, ko gre n — oo, gre konstantni ¢len proti 0, koeficient pred M,, pa proti 1. [

n

Izrek 2.2. Naj bo (F,)nen := 0—(X; : 1 < i < n) naravna filtracija procesa Polyevih
Zar (Fy trivialna). Proces (Zy)nen je martingal glede na (Fp)nen-
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Dokaz. Ker je (Z,)nen prilagojen in integrabilen proces, sledi

BQ—FCZN—H
E|[Zy1|F)] = E ‘]—“n -
[Znsa |l Bg—l—WO—i-c(n—l—l)
B X B W,
_ 0+Czk:1 k o+ Wo+cn n c E[Xn+1|]:n]=
BQ—I—W0+cn BQ+W0+C(TL+1) Bo+Wg+C(n+1)
B
: o +Wo+cn N c Z =7
Bo+Wy+cen+1) By+Wy+c(n+1)
B;
jje B\ X, 11| Fn =Z,.
saj je E[X,11]|Fn] = B

O

Naj bop > 1. Ker je 0 < Z, < 1 sledi, da je martingal (Z,),en enakomerno
integrabilen in omejen v LP. Torej obstaja taka slucajna spremenljivka Z € F,
da konvergira Z, proti Z ko n — oo skoraj gotovo in v LP, posledicno pa tudi v
porazdelitvi (za dokaz glej vir [4], strani 217-223). Zanima nas porazdelitev Z.

Izrek 2.3. Naj bo ¢ € N. Proces (Z,)nen konvergira proti slucajni spremenljivki

7 Y Beta(Be, Yoy,

Dokaz. Oglejmo si karakteristi¢no funkcijo sluc¢ajne spremenljivke Z,,.

2(Bo + Wy +¢en) — By

P(Z,=2) =P, = )= P(Y, =k),
c
: 4 Bothke "\ i Botke  (p\ B(B 4+ kMo 4 — k)
E[ th Ze Bo+W0+nCP(Y k) e Z Bo—|—W0+nc< ) /6(& %) .
k=0 k=0 c’ c
Uporabimo dejstvo, da je 5(a,b) fo 1(1—p)’Ldp in izracunajmo limito karak-
teristicne funkcije, ko gre n — oo.
Bo Wo
huthe /[ty pxPe (1=p)e!
nhi?oze B (k) / TN TR
itk kp70_1<1 - p>70_1
¢ __c np%_l 1 —p)%_l
= lim 6 Bo+Wo+nc (p @ Bo+Wo+nC —+ (1 —p)) Bo W, dp'
n—00 0 6(707 TO)

Pokazemo lahko, da je funkcija |(p - € BoxWorne + (1 — p))"| nenaraséujoca z n.

. c tc
e BotWotne 4 (1 —p)| <1 < (p—1 '4< ><0
ST (1) £1 4= 0= Dpsin' (55 a) <

Desna zveza ocitno velja za vsak ¢ € R, p € [0,1] in za poljubne parametre Zare.
Torej ima funkcija maksimum pri n = 1 in lahko uporabimo Lebesgueov izrek o
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dominirani konvergenci, da izra¢cunamo naslednjo limito:

it 10 . eitBo+V€/o+nc + 1 —
lim (p-e " Bo+Wotne + (1 —p))* = lim exp ( g (p ( p))) _

g D VS
LHopital 1. (p-e"BotWotne + (1 —p))  pe” BotWorkne (Bt Wotno)? _
n—o00 P — 1/n2
. C
I pelt Bo+Wo+ne jtc?n? itp
(pe” BotWotne 4+ 1 — p)(By + Wy + cn)

Vrnimo se k limiti karakteristicne funkcije:

By Wo
lm EleZ] — lim o Bt [ (. o BoreTie ope (1-p)e !
im E[e"“"] = lim e BotWotnc [ (p-.e BotWotne 4 (1 —p)) dp =
0

n—o0 n—0o0 B(%v %)

By Wo
_[taw pe 0-p) e
a 0 /8(&7%)
kar je ravno karakteristicna funkcija beta porazdelitve. Uporabimo lahko Lévyjev

izrek, ki nam pove, da je zakon Z absolutno zvezen ter zaklju¢imo, da je Z 9

Beta(Be, Wo),

c? ¢

dp,

O
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V zgornjih slikah lahko vidimo porazdelitev Z,, pri razlicnih zacetnih parame-
trih skupaj z gostoto njene limitne porazdelitve. Opazimo lahko, da Z, zelo hitro
konvergira proti Z.
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2.4. Verjetnost prvega izenacenja

V naslednjem razdelku nas bo zanimala verjetnost, da v procesu Pélyevih zar iz po-
ljubnega neravnovesnega stanja pridemo v ravnovesje, torej da imamo enako Stevilo
belih in ¢rnih kroglic. Za lazje razumevanje bomo v tem razdelku predpostavili
c = 1. Zaradi simetrije lahko brez skode za splosnost predpostavimo, da je sprva
¢rnih kroglic ve¢ kot belih. Splosneje si lahko ogledamo Se verjetnost, da pridemo v
stanje, kjer je .S, := B,,—W,, presezek ¢rnih kroglic nad belimi. Taksne mnozice stanj
lahko v drevesu procesa predstavimo z navpi¢nicami. Analiza prvega izenacenja je
uporabna na Stevilnih podroc¢jih. Na tak nacin lahko denimo modeliramo rast bak-
terijskih kolonij, kjer nas zanima verjetnost, da vrsta, ki je v manjsini, sCasoma
prehiti dominantno vrsto.

Lema 2.4 (Princip zrcaljenja). Naj bo A = (0,«) in B = (n,5), « >0, 3 >0 za
a,f € Z, n € N. Najbo A := (0, —«) zrcaljenje A cez x-0s ter S = (Sg,...,Sn)
diskreten sprehod s skoki velikosti 1.

Potem je stevilo poti od A do B, ki se bodisi dotaknejo bodisi preckajo x-o0s, enako
Stevilu vseh poti od A’ do B.

Princip zrcaljenja, vir: [3]

Dokaz. Naj bo (sg = «, s1,...,8, = ) pot od A do B, na kateri ena ali vec¢ tock lezi
na x-osi. Naj bo T’ ¢as prve take tocke, torej: sqg > 0,...,s7_1 > 0,s7 = 0. Potem
je (—s0,—S1,---,—87-1,87 = 0,8741,8742,...,8,) pot od A" do B. Opazimo, da
lahko na tak nacin za vsako pot od A do B, ki precka z-os dobimo ustrezno pot od
A" do B (in obratno). Sledi, da je teh sprehodov enako mnogo. O

Definicija 2.5. Naj p oznacuje stevilo skokov navzgor, ¢ pa stevilo skokov navzdol.
Potem veljata zvezi p+q =mnter 1-p+(—1)-¢ =  — a. Stevilo vseh poti od (0, «)

do (n, B) je
o= (13- (5)-)

Izrek 2.6 (Bertrandov izrek o glasovnicah). Naj bosta n in  naravni Stevili. Potem
obstaja natanko gN(n,O,/B) poti oblike (sg = 0,81,82,...,8, = ), pri éemer je
51 >0,...,8, > 0.

Dokaz. 1z prejsnjih zvez lahko izpeljemo p = “%M Opazimo, da je stevilo ustreznih
poti enako, kot ¢e bi zaceli v tocki (1,1). Po prejsnji lemi je stevilo taksnih poti
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enako

n—1 n—1
N(n—-1,1,8) = N(n—-1,-1,5) = ((51)+(n1)) - ((/3+1)+(n1)) =
p

2 2

:(p+q—1>_<p+q—1):(p+q—1)!_(p+q—1)!:( +q)lp—q) _
p—1 p (p—1)q! pllg—=1!  (p+q) - p¢q
_p—afrta _ By,
_p+Q( p ) nt (0 0.6)

O

Zgornji izrek in njegovo ime izhajata iz naslednjega prakticnega problema: ”"Na
volitvah, kjer kandidat A dobi p glasov, kandidat B pa ¢ glasov, tako, da je p > ¢,
kaksna je verjetnost, da bo kandidat A v prednosti tekom celotnih volitev?” Odgovor
je ravno B4,

pt+q

Sedaj se lahko vrnemo k Pélyevim zaram. Zanima nas verjetnost, da iz poljubnega
stanja (B, W) pridemo do stanja (B, W,,), ne da bi pred tem preckali navpi¢nico
S, = B, —W,, (BSS Sy > S,). Ker je vsaka izmed poti med dvema stanjema
v procesu Polyevih zar enako verjetna, lahko uporabimo izrek o glasovnicah, da
dobimo stevilo poti, ki ustrezajo pogoju. Koli¢ina (3, ki nastopa v izreku, je v tem
primeru odmik med navpic¢nicama Sy in S5,,.

(Wo,bo)

(bele,crne)

Za 'Y, = k veljajo zveze: B, = By+k, W, = Wy+n —k, torej je iskana verjetnost

SO—Sn n — 2k BO_WO_(Bn_Wn)
n ( ) n ( ) Bn—f—Wn—(Bo‘l’W[))

P(Y, = B, — By).
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Bolj specifi¢no nas zanima verjetnost, da pride v stanju (B, B,) do prvega iz-
enacenja, torej S, =0in By > Wy, By > Ws, ..., B, = W,. Ob upostevanju zvez:
W, = B,, = By + k =Wy +n — k, lahko izpeljemo iskano verjetnost, ki jo oznacimo
z G, (Bo, Wo).

By — W,
Gp, (Bo, Wy) = YE, fBO—OWO

(2B, — By — W, By —Wy  B(By, By)
- B, — By 2B, — By — Wy B(Bo, Wh)

 By—Wy (B, =1\ (B, -1\ (2B, -1\
 Bo+Wo\By—1)\Wy—1)\ By + W,/
Opomba: izenacenja seveda ne moremo dobiti za poljuben n € N, vendar pa za vsak

m € N obstaja tak n € N, da je B, = m.
Izkaze se, da se za velike B,, zgornja verjetnost asimptotsko obnasa kot

P(Y, = B, — By) =

Gp,(Bo, Wo) =~ A(By, Wy) B,

n

kjer je

(Bo = W) (Bo + Wo = D! _p,

A(Bo, W) := (Bo — 1)!(Wy — 1)!

2.5. Izhodna verjetnost

Izhodna verjetnost &, (By, Wy) nam pove, koliksna je verjetnost, da od zaCetnega
stanja (By, Wy), do trenutka, ko je v zari By + Wy + n kroglic, pride do izenagcitve.
Ta takoj sledi iz verjetnosti prvega izenacenja dobljene v prejsnjem razdelku.

En(Bo, Wo) =Y Gy i(Bo, Wo),
=0

kjer spodnja meja oznacuje dogodek, da zrebamo le bele kroglice, dokler ne pride do
izenacenja. Posebej nas zanima ¢. 4. popolna izhodna verjetnost, torej verjetnost
da kadarkoli v procesu pride do izenacitve.

E(Boy, W) = lim E,(Bo, Wo).
n—oo

Posebno lep je primer, ko imamo (By, Wy) = (2,1). Tedaj je

ey =5 (M7 () - e

1 1
“13735 57 T
Zgornji zgled pokaze, da v procesu Poélyevih Zar verjetnost izenacenja v splosnem
ni enaka 1, kot bi veljalo pri enostavnem simetri¢nem slucajnem sprehodu. Ostane
nam, da izpeljemo porazdelitev F(By, Wy) za poljubno zacetno stanje v zari. To
bi lahko dobili preko limit zgornjih verjetnosti, vendar obstaja bolj eleganten nacin

izpeljave s pomocjo limitne porazdelitve Z, izracunane v razdelku 2.3.

B(2,1)

Izrek 2.7. Naj bo zacetno stanje v Polyevi Zari (By, Wy). Potem je E(By, Wy) =
2F4(3), kjer je Z @ Beta(By, Wy) in F njena porazdelitvena funkcija.
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Dokaz. Naj bo (S,)n>0 := B, — W, = 2Y,, —n+ By — W, presezek ¢rnih kroglic nad

belimi in p, := n+WS—§+Bo =27, — 1 delez tega presezka med vsemi kroglicami. Ker

ima Z, limito skoraj gotovo, jo ima tudi pu,, torej p := lim p, = 22 — 1. Naj bo
n—oo

T :=inf{k | Sy = 0}. T je ocitno cas ustavljanja glede na naravno filtracijo procesa

Pélyevih zar (F,)nen. Zanima nas verjetnost dogodka {T" < co}.

P{T <oo}) = P({T < oo} N{p>0}) + P({T < oo} N {p < 0}),

pri ¢emer je verjetnost p = 0 enaka 0, saj je gostota p zvezna. Izkaze se, da sta
zgornja dogodka enako verjetna. Res, ker je T' < oo, je del procesa pred prvim
izenacenjem koncen in nima vpliva na delez p. V casu T je v zari enako mnogo
¢rnih in belih kroglic, kar pomeni, da je enako verjetno, da bo pot koncala levo
ali desno od navpicnice S,, = 0. Hkrati iz {u < 0} sledi {T" < oo}, saj smo, ob
predpostavki By > W,, morali na neki tocki preckati S, = 0, da smo koncali na
drugi strani navpicnice. Sledi

P(T < 00) =2P({T < oo}n{p < 0}) =2P(u < 0) =2P(2Z—-1 < 0) = 2P(Z < 3).
O

Ce kot zgled ponovno uporabimo B, = 2,W, = 1, lahko vidimo, da za Z @
Beta(By, Wy) res velja 2P(Z < ) =2 - 1 = 3, kot smo izracunali prej.

3. SPLOSNE POLYEVE ZARE

Dosedanji model posplosimo na dva na¢ina. Prvi¢ sprostimo pravilo za vracanje
kroglic. Ko izvle¢emo (in nato vrnemo) belo kroglico, sedaj v zaro dodamo a1 belih
in a19 ¢rnih kroglic. Podobno ob izvleceni ¢rni kroglici dodamo as; belih in ags ¢rnih
kroglic. To lahko zapiSemo v matri¢ni obliki kot

aix a2
a21 A2

Hkrati pa lahko namesto dveh uporabimo k-mnogo barv za kroglice. Po izvleceni

kroglici i-te barve v Zaro dodamo a;; kroglic j-te barve, j = 1,2, ..., k. Tako dobimo
matriko

a;p a2 ... Qik

a21 QAo22 ... Qo

Q1 Ay ... Qg

Tako matriko imenujemo matrika zamenjav. Pri tem so vrstice urejene po
barvah izvlecenih kroglic, stolpci pa po barvah dodanih kroglic. Tukaj je a;; € Z
tipi¢no deterministicna. Lahko pa je tudi diskretna slucajna spremenljivka, katere
vrednost se generira ob vsakem zrebu. V splosni terminologiji se izraz Polyeve Zare
pogosto uporablja za zare z poljubno matriko zamenjav. Klasi¢ni model, ki smo ga
obravnavali v prejsnjih poglavjih, pa je znan kot Pdélya-Eggenbergerjeva zara in
ima naslednjo matriko zamenjav:
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t

Pomemben koncept pri proucevanju limitnih lastnosti zar je neskonéna izve-
dljivost modela. Za zaro recemo da je neskoné¢no izvedljiva, ¢e lahko zrebamo in
zamenjujemo kroglice v nedogled na vsaki stohasti¢ni poti procesa. 7 drugimi be-
sedami, na vsakem koraku je mozno upostevati pravilo matrike zamenjav, brez da
bi se nam pri tem “zataknilo”. Neskonc¢na izvedljivost zare je v sploSnem odvisna
tako od matrike zamenjav kot od zacetnega stanja kroglic v zari. Ce so vsi elementi
matrike nenegativni, kot v primeru

2 1
1 20

potem je zara neskonc¢no izvedljiva za poljubno (neprazno) zacetno stanje v zari.
Prav nasprotno, zara s shemo

-1 0

0 -1’

ni neskonc¢no izvedljiva za nobeno zacetno stanje, saj se zara izprazni po Wy + By
zrebih. V resnici bi lahko razvrstili vse dvobarvne sheme po stevilu in razporeditvi
negativnih elementov v matriki, nato pa dolocili potrebne in zadostne pogoje za
neskonc¢no izvedljivost v vsakem izmed primerov. Naj & predstavlja nenegativen
element na danem mestu v matriki, — pa negativen element. Tedaj naslednje sheme
niso neskoncno izvedljive pod nobenimi zacetnimi pogoji:

FEAETESESE TEEE )

Pri preostalih 2x2 shemah je neskonéna izvedljivost odvisna od zacetnega stanja
v zari ter od samih elementov matrike. Vzemimo kot primer matriko s shemo

a b
A:[cd

oA

kjer zgornja notacija oznacuje a < 0, b < 0, ¢ > 0 in d > 0. Mozno je pokazati, da
je taksna zara neskonc¢no izvedljiva pod naslednjimi pogoji:

(1) Wy in c sta oba veckratnika |al,
(2) det(A) <0,

a b
(3) det (Wo Bo> < 0.
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4. PRAKTICNE APLIKACIJE POLYEVIH ZAR

4.1. Ehrenfestov model difuzije plinov.

Ehrenfestova zara je fizikalni model, ki sta ga leta 1907 uvedla Paul in Tatiana
Ehrenfest. Znana tudi kot model pasjih bolh, Ehrenfestova zara modelira difuzijo
plinov med dvema sobama. V vsaki izmed sob je sprva neka zacetna koli¢ina delcev
plina. Nato na vsakem koraku iz celotne populacije delcev obeh sob naklju¢no
izberemo en delec in ga prestavimo v drugo sobo. Ce sobi interpretiramo kot zari in
delce plina kot kroglice, lahko zgornji model zapisemo z naslednjo matriko zamenjav:

V tem modelu se koli¢ina vseh kroglic v Zari ne spreminja skozi ¢as. Spreminja
se zgolj delez barv kroglic. V programu R lahko simuliramo zaro s 2000 belimi in 0
¢rnimi kroglicami in ilustriramo analogijo s prehodi plinov med sobama:

&t. izvieéenih fogic: 1 &t. izvleéenih Zogic: 971

2000
2000

1500
1500

1000
1000

a00
|

a00
|

§t. izvledenih Zogic: 4501 §t. izvleéenih Zogic: 7271

2000
2000

1500
1500

1000
1000

500
|
500
|
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Zacetno stanje: 2000 belih, 0 &rnih kroglic

2000

1500

ih kroglic

érni
1000

- &t

St. belih
500
1

T \
2000 4000 6000 8000

o

Stevilo Zrebov

Na zacetku simulacije delez belih kroglic upada hitro, a ¢edalje pocasneje, dokler se
razmerje barv ne pribliza vrednosti %, okoli katere nato nakljuc¢no oscilira. Relativna
velikost oscilacij se precej zmanjsa, ¢e v simulaciji drasti¢no pove¢amo stevilo kroglic,
resda pa je pri tem potrebnih veliko ve¢ zrebov. Ce vzamemo v obzir dejstvo, da
je v kubiénem metru zraka okoli 2,53 x 10%> molekul, se zdi model vsaj intuitivno
primeren.

Zacetno stanje: 200000 belih, 0 érnih kroglic
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Definicija 4.1.

Markovska veriga je slucajni proces, ki zadosca markovski lasnosti. Naj bo na mar-
kovski verigi p;; verjetnost prehoda iz i-tega v j-to stanje procesa. Zaradi markovske
lastnosti je ta verjetnost odvisna zgolj od trenutnega stanja ¢ in od izbora priho-
dnjega stanja j. Ce so prehodne verjetnosti procesa neodvisne od ¢asa n, reéemo, da
je markovska veriga homogena. Na markovski verigi s K-mnogo stanji vrednosti
pijzat=1,...,K ter j =1,..., K definirajo prehodno matriko

P11 P12 ... Dik

P21 P22 ... D2k
M=1". . )

K1 P2 ... DPKK

Poélyeve zare, vkljuéno z Ehrenfestovo, so homogene markovske verige. V nasle-
dnjem zgledu sta v zari bela in ¢rna kroglica:

1 i 5
L D,
1 t 1

2 start

Tri stanja Ehrenfestove zare z dvema kroglicama. Vir: [5]

V primeru dveh kroglic lahko verjetnosti prehodov med stanji zapisemo s prehodno
matriko

M=

ok O
==
ok O

Naj bo W, stevilo belih kroglic v zari po n zrebih. Potem velja

1, ¢e je n sod;
Wn = 1 . . .
2Ber<§), ¢e je n lih.
Definicija 4.2.
Stacionarna porazdelitev je verjetnostna porazdelitev 7 na stanjih markovske
verige, za katero velja, da ¢e zacnemo v nekem nakljuénem stanju v skladu s 7r, so
prehodi na ostala stanja ponovno porazdeljeni s 7. Z drugimi besedami, ¢e imamo

markovsko verigo s K stanji in prehodno matriko M, mora ® = (m,ms,...,7Txk)
zadoscati naslednjim pogojem:
(1) m>0 Vi=1,2,... K,
K
(2) Z T =1,
i=1
(3) M = .

Ker je za poljubno zacetno stevilo kroglic (> 1) stanje v procesu odvisno od tega,
ali je n lih ali sod, ne moremo imeti konvergence v porazdelitvi. Kljub temu pa v
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procesu Ehrenfestove zare vedno obstaja stacionarna porazdelitev. V primeru zare
z dvema kroglicama dobimo

1 1
= |=zm w1 +m3 =Taof -

M = [71'1 Uy 7T3:| 5 5

o O
—_ O =
ol O

Ko zgornje enacimo z [m o 7r3}, opazimo, da je stacionarna porazdelitev binom-
11

ska: T = [Z 3 ﬂ Slednje velja tudi za zaro s poljubno mnogo kroglicami.
Izrek 4.3. Naj bo na zacetku v Ehrenfestovi Zari M kroglic, od tega Wy = Bin(M, %)
belih in By = M —Wy ¢rnih. Naj bo W,, Stevilo belih kroglic v Zari po n Zrebih. Potem

velja
1
W, ¥ Bin (M, 5).

Dokaz. Binomsko stacionarno porazdelitev bi lahko dobili z nekoliko daljso izpeljavo
preko prehodne matrike markovske verige procesa. Tokrat bomo uporabili alterna-
tiven pristop. Po n zrebih je v zari W,, belih in B,, ¢rnih kroglic. Naj bo W,, = k.
To pomeni, da smo v prejsnjem koraku bili v enem izmed dveh stanj: ali smo imeli
k+1 belih kroglic ter smo izvlekli belo, ali pa je bilo v zari k —1 belih in smo izvlekli
¢rno kroglico.

PW, =k) = %P(Wnl =k+1)+ MTM

Obstoj stacionarne porazdelitve je zagotovljen, saj je markovska veriga Ehren-
festovega procesa nerazcepna (vedno je mozno preiti iz vsakega stanja v poljubno
drugo stanje) in ima kon¢no mnozico stanj. Naj bo w = (my,m,...,my) iskana

stacionarna porazdelitev. Ce je zaCetno stanje v zari porazdeljeno s 7, mora veljati:

PW,_ i =k—1.

E+1 M—-Fk+1
A TR + e
M(Tl'k — 7Tk_1) = (l{? + 1)7Tk+1 - (l{? - 1)7Tk_1.
Zgornje lahko zapisemo kot sistem enacb za k,k—1,...,0 (z dodano predpostavko,
da je 71 = 0).

T =

M(ﬂ'k —71']6,1) = (]f+ 1)7Tk+1 — (k— 1)77]6,1
M(?Tk_l —7Tk_2) = k’ﬂ'k — (k’ — 2)7Tk_2

M(’YTO — 7T_1) = T — (-1)7'('_1

Enacbe sestejemo in dobimo

M-k
Tt = 5 e
Preko iteracije lahko izracunamo
PW,=k)=m =
_M-(k-))M—(k=2)--M__
k(k—1)---1 0

- (A;)P(Wo ~0).
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torej je porazdelitev stacionarna. O

8000
[

i | Zacetna porazdelitev
M ] kroglic v Zarah

M O Paorazdelitev kroglic v
Zarah po 10.000 Zrebih

6000
I
|

Frequency
4000
|
|

2000

0
L

I 1 1 1 1
30 40 50 60 70

Simulacija v R: 100.000 Ehrenfestovih zar z nakljuéno Bin(100, %) generiranim
zacetnim stanjem. Porazdelitev kroglic na zacetku in po 10.000 zrebih.

4.2. Model epidemije

Zgodovinsko gledano je bil model Pélyevih Zar izvorno uporabljen kot model za
Sirjenje nalezljivih bolezni. V zgodnjem dvajsetem stoletju so Stevilni matematiki
zaceli z uvajanjem matematicno-statisticnih modelov v epidemiologijo in s tem pri-
spevali k njenemu razcvetu. Posebej smrtonosna je bila pandemija Spanske gripe
med leti 1918 - 1919, ki je pobila med 50 do 100 milijonov ljudi po vsem svetu. Stiri
leta kasneje sta Pdlya in Eggemberger izdala svoj ¢lanek, v katerem sta postavila
model epidemije s klasi¢cno matriko zamenjave

b 1]

Tak model predstavlja druzbo, v katero se vklju¢uje nova oseba. V primeru, da
ima ta oseba prvi stik z okuzeno osebo, postane tudi sama okuzena.Nasprotno, ¢e
najprej naleti na imuno osebo, postane tudi sama imuna (dobi cepivo, lo¢itev preko
karantene, ipd.). Iz takega modela je tipi¢no, kot smo pokazali v prvih poglavjih, da
bodo pretezno okuzene skupnosti postajale ¢edalje bolj bolne. Nasprotno, skupnosti
z vecjim zacetnim delezem zdravih bodo najverjetneje take tudi ostale. Z uvedbo
vecih barv kroglic lahko s podobno shemo modeliramo druzbo, v kateri se Siri vec
nalezljivih bolezni hkrati.
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4.3. Klini¢ne raziskave

Zamislimo si, da opravljamo klinicno raziskavo, pri kateri imamo na voljo K med
seboj izkljucujocih metod zdravljenja. Glavni cilj raziskave je zbrati ¢im ve¢ po-
datkov o proucevanih K metodah, da bi s tem koristili prihodnjim pacientom. Po
drugi strani imamo zeljo ¢im bolje zdraviti trenutne paciente. Gre torej za moralni
problem raziskav na ljudeh, saj sta nasa cilja lahko nekoliko nasprotujoca. V ta
namen so Robbins (1952), Zelen (1969) in kasneje Wei (1979) predlagali zare kot
model za izbor alternativnih metod zdravljenja.

Denimo, da imamo na voljo dve metodi zdravljenja, a in b. Predpostavimo, da je
rezultat zdravljenja znan takoj po izvedbi. Ko uporabimo metodo a, je zdravljenje
uspesno z nam neznano verjetnostjo p, € (0,1). Podobno, zdravljenje z metodo b
uspe z verjetnostjo p, € (0,1). Naj bo na zacetku v zari Wy = By kroglic. Ko zdrav-
nik za pacienta izbira metodo zdravljenja, iz zare nakljucno izvlece kroglico in jo
vrne. Ce je izvlekel belo kroglico, uporabi metodo @ in opazuje rezultat zdravljenja.
V primeru, da je zdravljenje uspesno, doda belo kroglico, kar poveca verjetnost izbire
metode a v prihodnosti. Nasprotno, ce je zdravljenje neuspesno, doda ¢rno kroglico

. . . d : d
in s tem poveca verjetnost metode b. Naj bosta X, @ Ber(p,) in X, 9 Ber(py)
neodvisni sluc¢ajni spremenljivki. Tak model zare je podan z matriko zamenjave

X, 1-X,
A:[l—Xb Xb]

Posebnost te sheme je, da se “uc¢i” iz dosedanjih informacij o poteku raziskave.
Primer sheme brez te lastnosti bi bila navadna nakljucna klini¢na raziskava, pri
kateri zdravnik vsakic, ko izbira metodo zdravljenja, vrze kovanec in z verjetnostjo
% izbere eno izmed metod. Katera izmed shem je torej boljsa? Ali se v primeru
izbora z zaro pretekle izkusnje zares prenesejo na uspesnejse zdravljenje? Zacnimo
z naklju¢no raziskavo. Naj bo Y indikatorska slucajna spremenljivka, ki oznacuje

uspeh pri posameznem pacientu.

v _ X,, 1z verjetnostjo %;
B Xy, 7z verjetnostjo %
1 1 o+
E[Y] = E[X,] + -E[X,) = L2,
2 2 2
Naj bodo Y; @ Y neodvisne slucajne spremenljivke za ¢ = 1,2,...,n, kjer je n

stevilo opravljenih zdravljenj. Tedaj lahko stevilo vseh uspehov zapisemo kot

Spn=Y1+Yo+...4+Y,.

Po krepkem zakonu velikih stevil dobimo delez uspesnih zdravljenj

n 2

Vidimo, da je uspesnost zdravljenj pri nakljuéni klini¢ni raziskavi kar povprecje
verjetnosti uspehov metod a in b. Za primerjavo uspesnosti z zrebom s pomocjo zar
potrebujemo dodaten izrek.

Sn Sﬁ.
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Definicija 4.4.
Za stohasticno k x k matriko zamenjav A rec¢emo, da je razsSirjena, ¢e ima naslednje
lastnosti:
(1) Shema je neskonc¢no izvedljiva.
(2) Vsi elementi matrike imajo konéno varianco.
(3) Zle E[A];; =ceR,Vi=1,2,...,n (E[A] ima konstantno vrsti¢no vsoto).
(4) Lastna vrednost \; € R matrike E[A], za katero velja Re(A;) > Re(Ag)
> ... > Re(Ax) (imenujmo jo vodilna lastna vrednost), je pozitivna in po
vrednosti enaka vrsticni vsoti matrike E[A].
(5) Vse komponente lastnega vektorja, ki pripada \;, so pozitivne.

Izrek 4.5 (Smythe, 1996). Naj bo po n zrebih W, Stevilo belih in B, Stevilo ¢rnih
kroglic v dvobarvni razsirjeni Zari z matriko zamenjav A. Naj bo Ay vodilna lastna
vrednost matrike E[A] in (vi,vq) pripadajoci levi lastni vektor. Potem velja

n U1 + vy’
B )\11)2
UAN

n v1 + vy

Ww. /\1’Ul
"2

Za dokaz Smythovega izreka je potrebno dokazati vrsto izrekov iz podrocja stoha-
sticnih modelov zar. Dokazi se nahajajo v viru [5] na straneh 101-114.

Vrnimo se k shemi zare pri kliniénih raziskavah. Pricakovana vrednost matrike
zamenjav je

Njene lastne vrednosti so Ay = 1in Ay = p,+pp, — 1. Vodilna lastna vrednost matrike
E[AT] je 1 s pripadajo¢im lastnim vektorjem

v _ 1 I —py
U2 2 —Dpa— Dy L —pa]-
Na tem koraku je ocitno, da imamo opravka z razSirjeno matriko zamenjav.
Vsakic¢, ko zdravimo pacienta, dodamo kroglico v zaro. Po n — 1 korakih je v

zari n + Wy + By kroglic. Podobno kot pri naklju¢nih raziskavah, lahko uvedemo
indikatorsko sluc¢ajna spremenljivko Y,,, ki oznacuje uspeh pri n-tem pacientu

Xé”), z verjetnostjo

Y, =

X (n) 7 verjetnostjo
b ] J n + WO + BO — 1’

pri ¢emer so X(gn) ter X IS") neodvisne enako porazdeljene kopije X, in X;. Spet lahko
zapisemo Stevilo uspehov po n zdravljenjih kot

Sp=Y1+...+Y,.
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_Zal so v tem primeru slu¢ajne spremenljivke Y; med seboj odvisne. Naj W,, in
B, predstavljata stevili izvlecenih belih/érnih kroglic po n korakih. Tako lahko S,
zapisemo kot

Sp=(XO 44 Xy (x4 X B,

Ker gre W,, 2% oo in so thi),z' =1,..., W, neodvisne, lahko uporabimo krepki zakon
velikih stevil.

Wn
> XU S p,.
i=1
Podobno velja za B,, = n — W,,. Po Smythovem izreku dobimo

W, A 1-—
LN v Py

n vt 2—pa—py
Izkaze se, da Smythov izrek velja tudi za delez izvele¢nih kroglic.

W B,
Wo=Wo+ > XD +> (1-x"),

=1 =1
W, W, W, Sx0 n-W, Y- xi
— = —+ —X= ==+ X — ,
n n n w., n B,
W _ (% W (- Xé”)) (fo’i DY Xéi))>1
n n n B_n Wn B_n )
Egvl_(l_pb): L—py
no pa—(—=m) 2-p.—p

Naposled lahko izracunamo uspesnost zdravljenj pri zrebu z zarami

Su X 4 x +X£1)+...+X,§Bi")
n

n n
x4+ x"ow, x4+ +xPY B,
= — X —= + — X — =
w.,, n B, n
al_ 1- a
», Pa(l—py) +pp(1 —pa)
2_pa_pb

Definirajmo sedaj funkcijo g kot razliko uspesnosti obeh na¢inov za izbiro zdra-
vljenja.

_ l-m patm (P )’
9(Pa, 2s) = - = :
2= Pa— Do 2 2(2 = pa — po)
Opazimo, da je funkcija g nenegativna na celotnem intervalu p,, py € (0, 1). Izbira
s pomocjo zar je torej boljsa kot naklju¢na izbira zdravljenja, razen v primeru, ko
jé pa = pp. V tem primeru sta oba nacina izbire enako dobra. Naj bo kot primer
Pa = pp = 0,6. Potem je v obeh primerih uspesnost zdravljenj enaka 60%. Ce
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povecamo p, na 0,9, delez uspesnih zdravljenj, izbranih z naklju¢nimi zrebi, naraste
na 75%, uspesnost teh izbranih z zaro pa na 0,75 + ¢(0,9;0,6) = 84%.

Taksna shema zare za klini¢ne raziskave je v anglescini dobila ime “Play-the-
Winner” shema. V zadnjih dvajsetih letih so se pojavili stevilni predlogi izboljsave
modela in alternativne sheme. Zanimiv primer je tako imenovana “Drop-the-Loser”
shema (Ivanova, 2003) z naslednjo matriko zamenjave:

X,-1 0 0
A= 0 X,—1 0
1 1 0

V tej shemi imamo tri barve kroglic. Bela in ¢rna predstavljata metodi zdravljenja
a in b, kot v prejsnjem primeru. Ravno tako so enako definirane spremenljivke
Da, Pos Xq in Xp. Novost je tako imenovana imigracijska kroglica, denimo rdece barve.
Na zacetku je v zari Wy = By belih/érnih ter Ry rdecih kroglic. Ce iz zare zrebamo
belo kroglico, izberemo za zdravljenje metodo a in opazujemo rezultat. V primeru,
da zdravljenje uspe, kroglico vnemo v zaro, sicer jo odstranimo. Podobno s ¢rno
kroglico in metodo zdravljenja b. V primeru, da izvlecemo rdeco kroglico, v zaro
dodamo po eno belo in ¢rno kroglico, s ¢imer preprecimo “izumrtje” doloc¢enih barv.

SLOVAR STROKOVNIH IZRAZOV

Pélya urn Pdlyeva zara

Reflection principle princip zrcaljenja

Total exit probability popolna izhodna verjetnost - verjetnost, da kadarkoli v
procesu Poélyevih zar pride do izenacitve v stevilu kroglic

Replacement matrix matrika zamenjav - shema v skladu s katero se ob vsakem
zrebu v zaro doda nove kroglice

Tenable urn neskoné¢no izvedljiva zara - tip zare pri kateri lahko zrebamo in za-
menjujemo kroglice v nedogled na vsaki stohasti¢ni poti procesa

Irreducible Markov chain nerazcepna markovska veriga - markovska veriga v
kateri je iz vsakega stanja mozno preiti v poljubno drugo stanje

Transition matrix / Stochastic matrix prehodna matrika - matrika verjetnosti
prehodov med stanji markovske verige

Stationary distribution stacionarna porazdelitev

Principal eigenvalue vodilna lastna vrednost - lastna vrednost matrike, ki ima
najvecjo realno komponento

Extended urn scheme razsirjena shema zare
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