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Fulereni

POVZETEK

Fulerenski graf je kubicen, 3-povezan, ravninski graf, z 12 lici dolzine pet in osta-
limi lici dolzine Sest. Delo predstavi dva nacina za njihovo konstrukcijo. Prvi je
postopek razsirjanja, s katerim je mo¢ pridobiti fulerene s h (h # 1) lici dolzine Sest,
za vsak h € N razen veckratnikov Stevila Sest, drugi pa je leapfrog transformacija, s
¢imer konstruiramo stabilne fulerene z izoliranimi petkotnimi lici. Sledi preucevanje
ciklicne povezanosti. Fulereni ne vsebujejo ciklicnega 3-prereza, niti ciklicnega 4-
prereza, torej so ciklicno 5-povezani grafi. Kljucni del diplomskega seminarja je
iskanje Stevila popolnih prirejanj. Fulereni z netrivialnim cikliénim 5-prerezom vse-
bujejo dve antipodni penta-kapici in spadajo v skupino nanocevi. Za take fulerene
na n vozliscih velja, da vsebujejo Hamiltonov cikel in zato vsaj 15 - 2352 popolnih
prirejanj. Fulereni brez netrivialnih cikliénih 5-prerezov imajo vsaj ”’6—?1’80 disjunk-
tnih, resonantnih lic dolzine Sest in zato vsebujejo vsaj 2"%r " popolnih prirejanj.

Fullerenes

ABSTRACT

A fullerene graph is a cubic and 3-connected planar graph that has exactly 12
pentagonal faces and all other faces are hexagonal. This work presents two fullerene
constructions. The first is a procedure of extension by which fullerenes with A
(h # 1) faces of length six can be obtained for every h € N except multiples of the
number six, and the other is leapfrog transformation, constructing stable fullerenes
with isolated pentagonal faces. The following topic is about cyclical connectivity.
Fullerenes do not contain cyclic 3-cutset, nor cyclic 4-cutset, so they are cyclically
5-edge connected graphs. The key part of this work is counting perfect matchings.
Fullerenes containing a nontrivial cyclic 5-edge cutset admit two antipodal penta-
caps and belong to a special class of the nanotubes. It is shown that such fullerenes
with n vertices have a Hamilton cycle, and as a consequence at least 15 - 23573
perfect matchings. Fullerenes that have no nontrivial cyclic 5-edge cutset have at
least 2=380 disjoint resonant hexagonal faces and therefore at least 25t perfect

61
matchings.

Math. Subj. Class. (2010): 05C70, 05C75

Kljucne besede: fulerenski graf, ciklicna povezanost, popolno prirejanje, Hamil-
tonov cikel
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1. UvoD

Fulereni so poleg diamanta, grafita in amfornih oblik (saje, oglje) Cetrta alotropija
ogljika. Zaradi svojih posebnih lastnosti jih proucujejo na Stevilnih podroé¢jih. O
njihovi pomembnosti govori dejstvo, da je molekulo Cgy, najslavnejsi fuleren, revija
Science leta 1991 imenovala za molekulo leta in zapisala, da razvoj znanosti v smeri
fulerenov prehiti katerikoli znanstveni dosezek. Od takrat naprej se razvoj le Se
pospesuje in ni ¢udno, da so jo kasneje proglasili za molekulo desetletja in leta 1996
za njeno odkritje podelili Nobelovo nagrado.

Delo je razdeljeno na pet sklopov. Prvi bo bralca seznanil z nekaj sposnimi
dejstvi o fulerenih, drugi ga bo opremil z osnovnimi pojmi iz teorije grafov. Sledila
bo konstrukcija fulerenov, kjer bomo skusali nove fulerene pridobiti po postopku
razsSirjanja in s transformacijo Leapfrog. Dotaknili se bomo tudi stevila izomer
posameznega fulerena. Cetrti sklop bo posvecen cikliéni povezanosti, v zadnjem pa
nas bo zanimalo, koliko popolnih prirejanj vsebujejo fulereni.

2. KEMIJSKO OZADJE

Leta 1985 so Richard Smalley, Robert Curl in Harry Kroto proucevali produkte,
ki jih dobimo z laserskim izparevanjem grafita. Odkrili so prvi in v naravi najbolj
pogost fuleren Cyy ter ga poimenovali po ameriskem arhitektu Buckminstru Fullerju,
¢igar lahke in stabilne pali¢cne kupole spominjajo na odkrito molekulo.

SLIKA 1. Biosfera v Montrealu arhitekta Buckminstra Fullerja.

Grafitni deli, ki izparevajo, imajo na robu nezasi¢ene, reaktivne ogljikove vezi.
Da bi se oblikovale stabilne ogljikove molekule, se morajo deli skleniti vase, torej se
morajo oblikovati molekule v obliki poliedra. Prepricali se bomo, da ne obstajajo
poliedri s samimi Sestkotnimi ploskvami, medtem ko so trikotniki, stirikotniki, se-
demkotniki itd. manj verjetni zaradi kemijskih lastnosti. Fulereni so torej poliedri
s samimi ogljikovimi atomi, ki imajo le petkotne in Sestkotne ploskve.

Fulerenski poliedri imajo lahko obliko sfere, elipsoida ali cevi. Tistim na sferi
pravimo buckyballs, njihov najmanjsi predstavnik je dodekaeder (dvanajsterec), mo-
lekula Cy, najslavnejsi pa Buckminsterfuleren Cygg, ki ima obliko nogometne zoge.

Najbolj obetajoci fulereni so zaradi izjemnih lastnosti tisti v obliki cevi. Pravimo
jim tudi nanocevi. Natezno trdnost imajo skoraj 10-krat vecjo kot najboljsi materiali
danes, pri ¢emer imajo samo polovico gostote aluminija. Elektricni tok prevajajo
bolje kot baker, s kar tri velikostne rede vec¢jo maksimalno gostoto toka in tudi pri
prevajanju toplote nimajo tekmeca. Njihov premer je reda nanometra, v dolzino pa
lahko merijo tudi do nekaj centimetrov.



SLIKA 2. Buckminsterfuleren.

SLIKA 3. Nanocev.

3. NEKAJ POJMOV 1Z TEORIJE GRAFOV

Matematicna veja, ki proucuje fulerene, je teorija grafov. Za zacetek si poglejmo
nekaj osnovnih pojmov s tega podrocja.

Definicija 3.1. Naj bo V' konéna neprazna mnozica in F poljubna druzina dvoele-
mentnih podmnozic mnozice V. Paru G = (V, E) pravimo graf na mnoZici vozlis¢
V =V(G) in z mnoZico povezav E = E(G).

Definicija 3.2. Element {v;,v,} mnozice F(G) pisemo krajse kot vyv,. Kadar je
par vozlis¢ vyvy element mnozice F, torej med njima poteka povezava, pravimo, da
sta vozlis¢i vy in vy sosednji v grafu G. Za povezavi pravimo, da sta sosednji, e
imata kaksno skupno krajisée. Ce nimata skupnega krajisca, sta neodvisni.

Zgled 3.3. Dani graf G sestavljata mnozica vozlis¢ V(G) = {vy, va, v3, vy, V5, V6 } in

mnozica povezav E(G) = {ey, s, €3, €4, €5, €6, €7}
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SLIKA 4. Primer grafa G.

Definicija 3.4. Graf H je podgraf grafa G, pisemo H C G, ¢e velja V(H) C V(G)
in F(H) C E(G). Podgraf H je induciran z mnozico vozlis¢ U C V(G), ¢e velja
U=V(H)in E(H) = {vivy € E(G)|v1,v9 € V(H)}. Pisemo tudi H = G[U].

Zgled 3.5. Podgraf H grafa GG, na sliki 5 oznacen z modro barvo, je induciran z
mnozico vozlisé {vy, vs, vs, vg}.



U1 U2 U3 V4
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SLIKA 5. H = G[{va,v3, v5,v6}]

Definicija 3.6. Stopnja vozliséa v, pisemo d(v), je Stevilo povezav grafa G, ki
imajo vozlis¢e v za svoje krajisce. NajmanjSo stopnjo vozlisca grafa oznacimo z
d(G), najvecjo pa z A(G). Graf G je regularen, ce velja §(G) = A(G) in d-regularen,
¢e velja d = §(G) = A(G). Grafom, ki so 3-regularni, pravimo tudi kubicni grafi.
Zgled 3.7. Za graf GG iz zgleda 3.3 je 6(G) = 1 in A(G) = 3, na sliki 6 pa je kubicen
graf.

SLIKA 6. Primer kubicnega grafa.

Lema 3.8. (Lema o rokovanju) V vsakem grafu je vsota stopenj vozlisé enaka Stevilu
povezav, pomnoZenem z 2:

> d(v) =2|E(G)|.
veV(Q)

Dokaz. Ker ima vsaka povezava dva konca, prispeva k vsoti stopenj grafa natanko
2. Rezultat sledi. O

Definicija 3.9. Graf je ravninski, ce ga lahko nariSemo v ravnini tako, da se nobeni
njegovi povezavi ne sekata.

Zgled 3.10. Grafa v prejsnjih zgledih sta oba ravninska, spodnji, Petersenov graf
pa je primer neravninskega grafa.

SLIKA 7. Petersenov graf.



Definicija 3.11. Vlozitev grafa v ravnino razdeli ravnino na povezane dele, ki jih
imenujemo lica. Mnozico lic grafa G oznacimo s F(G). Dolzina lica f je Stevilo
povezav, ki lezijo na robu lica in jo oznacimo z [(f).

Zgled 3.12. Za spodnji graf G je F(G) = {f1, fa, f3, fa} in I(f;) = 3.

SLIKA 8. Lica grafa G.

Definicija 3.13. Graf je povezan, ¢e obstaja pot po povezavah med poljubnim
parom vozlis¢, sicer je mepovezan. Nepovezan graf razpade na nekaj disjunktnih
podgrafov, ki jih imenujemo komponente grafa. Graf je k-povezan, ce je potrebno
odstraniti vsaj k povezav, da graf razpade na vec¢ komponent.

Zgled 3.14. Graf G iz zgornjega zgleda je 3-povezan. Z analizo vseh moznosti
ugotovimo, da ne glede na to, kateri dve povezavi odstranimo, graf ostane povezan.
Je pa moc najti tri povezave, brez katerih G razpade na dve komponenti.

Izrek 3.15. (Eulerjeva formula) Naj bo G povezan ravninski graf in naj bodo v =
V(G)|, e = |E(G)| in f = |F(G)| po vrsti stevilo vozlis¢, stevilo povezav in Stevilo
lic. Potem je:

v—e+ f=2

Dokaz. Dokaz tece tako, da si najprej ogledamo graf z enim samim vozlis¢em in mu
nato dodajamo vozlisca in povezave.

Zacetni graf z enim vozlis¢em ima eno vozlis¢e, eno lice in ni¢ povezav, zato je
v—e+ f=1—-0+1=2in Eulerjeva formula zanj velja.

V vsakem od naslednjih korakov se odlo¢imo za eno od dveh moznosti:

e Dodamo novo vozlis¢e in povezavo med njim in nekim ze obstoje¢im vo-
zlistem. Pri tem se Stevilo vozliS¢ in robov povecata za ena, Stevilo lic pa
ostane enako. Dobimo (v+ 1) —(e+ 1)+ f = v —e+ f = 2 in Eulerjeva
formula velja.

e Dodamo povezavo med dve ze obstojeci vozliséi. Pri tem se povecata sStevilo
povezav in lic za ena, $tevilo oglis¢ pa se ne spremeni. Dobimo v — (e +1) +
(f+1)=v—e+ f=2inizrek je s tem dokazan.

OJ
Sedaj smo pripravljeni na definicijo fulerenov znotraj teorije grafov.

Definicija 3.16. Fulerenski graf je kubicen, 3-povezan, ravninski graf, z vsemi lici
dolzin 5 ali 6. V nadaljevanju bomo za fulerenski graf uporabljali izraz fuleren.

Taki grafi so primerni modeli za fulerenske molekule: ogljikovi atomi so predsta-
vljeni z vozlisci, kemijske vezi sosednjih atomov pa s povezavami grafa.
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SLIKA 9. Molekula in graf najmanjsega fulerena Cly.

Trditev 3.17. Vsak fuleren ima natancno 12 lic dolZine 5.

Skica dokaza. Naj bo stevilo lic dolzine pet enako p, stevilo lic dolzine Sest enako
h, v naj oznacuje stevilo vozlis¢, e stevilo povezav ter f stevilo vseh lic v fulerenu.
Vidimo, da velja f = p+h. Ker je pet vozlis¢ na vsakem licu dolzine pet, Sest vozli¢
na vsakem licu dolzine Sest in ker vsako vozlis¢e meji na tri lica, namrec fuleren je
kubicen graf, velja v = @. Podobno, ker je pet povezav na vsakem licu dolzine
pet, Sest povezav na vsakem licu dolzine Sest in ker vsaka povezava meji na 2 lici,
velja e = @. Ce sedaj ta spoznanja uporabimo v Eulerjevi formuli v — e+ f = 2,
dobimo

p=12, v=2h+20, e=3h+ 30.

Trditev 3.18. Fuleren z enim samim licem dolzine 6 ne obstaja.

Skica dokaza. Ideja dokaza je konstrukcijska. Zac¢nemo s Sestkotnikom in nadalju-
jemo s samimi petkotniki. Ce upostevamo 3-povezanost fulerenov, vidimo, da je to
nemogoce. 0

4. KONSTRUKCIJA FULERENOV

Ugotovili smo, da ima vsak fuleren natanko 12 petkotnih lic in da za Stevilo
Sestkotnikov skoraj (razen h # 1) ni omejitev. Zanima nas, ali obstaja fuleren z
natanko A Sestkotnimi lici in kako sploh konstruirati fulerene.

4.1. Postopek razsirjanja. Recimo, da je graf F' fuleren, katerega lice dolzine Sest
ima za sosede le lica dolzine pet. Najprej za vsako povezavo Sestkotnega lica dodamo
vozlisce (glej sliko 10). Tako iz lic dolzine 5 nastanejo lica dolzine 6. Vsakemu
novemu vozlis¢u dodamo povezavo in na koncu vozlisée. Sedaj povezemo konce
povezav med sabo. S tem postopkom dobimo nov fuleren s Sest ve¢ lici dolzine Sest
in z istim Stevilom lic dolzine pet.

Novo nastali fuleren ima isto lastnost kot prejsnji, zato lahko postopek pona-
vljamo in dobimo nove fulerene. Na tak nacin lahko ustvarjamo fulerene s h = i+ 6k
Sestkotnimi lici za vsak k € N in ¢ stevilo Sestkotnih lic prvotnega fulerena. Slika
11 prikazuje, da stevila pokrijejo vsa naravna Stevila, razen Stevila 0, za katerega
pripadajoci fuleren ze poznamo, to je Uy, Stevila 1, za katerega pripadajoci fule-
ren ne obstaja, in pa veckratnikov sStevila 6, saj fuleren s Sestimi Sestkotniki nima
zahtevane lastnosti za to konstrukcijo.
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SLIKA 10. Postopek razsirjanja na fulerenu Coy.
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SLIKA 11. Fulereni s h € {2,3,4,5,7} Sestkotnimi lici.

4.2. Transformacija leapfrog. Naj bo graf F' fuleren. Nov graf L(F') konstrui-
ramo na vozliscih (e, f), kjer je e povezava in f lice grafa F', ki vsebuje e. Vozlisci
(e1, f1) in (eq, f2) sta sosednji, ¢e drzi eden izmed sledecih pogojev:

® ¢ = ey, pri Cemer f; in f5 vsebujeta ey,

e f1 = fo, pri cemer ima e; skupno tocko z e, v grafu F.

SLIKA 12. Leapfrog postopek na fulerenu Csy.
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SLIKA 13. L(Cy) = Cgp je najmanjsi fuleren z izoliranimi petkotniki.

Leapfrog postopek konstruira izoliran fuleren, t.j. dve lici dolzine pet si ne delita
povezave. To je zelo koristno za kemike, saj so ugotovili, da sosednja petkotnika
zaradi napetosti in elektronskih lastnosti povzrocata nestabilnostinost, zaradi cesar
so taki fulereni v naravi manj verjeti.

Ce je F fuleren s h lici dolzine Sest, potem ima, kot smo ze pokazali, v = 2h + 20
vozlis¢ in e = 3h + 30 povezav. Z E, V in H oznacimo stevilo povezav, vozliS¢ in
lic dozine 8est v L(F'). Opazimo, da za vsako povezavo e v F' dobimo dve vozliséi v
L(F). Torej: V = 2e = 6h + 60, upostevajmo $e kubi¢nost in lemo o rokovanju,

S dv) = 2|B(G)],
veV(G)

dobimo 3(6h + 60) = 2F in iz tega E = 9h + 90. Vemo, da vsaka povezava meji na
dve lici, torej: 5P +6H =5-12+6H = 2E = 2(9h+ 90) iz ¢esar sledi H = 3h + 20.

Tudi ta konstrukcija nam ne da fulerenov, katerih Stevilo Sestkotnih lic bi bilo
deljivo s Sest, opazimo pa nekaj drugega. Grafa fulerena Cgy, dobljena po obeh
konstrukcijah, nista enaka. Medtem ko leapfrog transformacija konstruira izoliran
fuleren, za prvo to ne velja. Kemiki pravijo, da ima Cg (vsaj) dve izomeri, mate-
matiki pa govorimo o (ne)izomorfnosti dveh grafov.

4.3. Stevilo neizomorfnih fulerenov na n vozliséih. Fuleren s stevilom vozlise
ni natanko dolo¢en. Obstaja ve¢ fulerenov z istim stevilom vozlis¢, ki si med seboj
niso enaki. V teoriji grafov ustreza pojmu enakosti pojem izomorfnosti.

Zgled 4.1. Primer dveh neizomorfnih fulerenov na 28 vozlis¢ih. Prvi fuleren ima
izolirana Sestkotna lica, za drugega pa to ne drzi.

SLIKA 14. Neizomorfna grafa Cog.
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Definicija 4.2. Grafa G in G5 sta izomorfna, kadar med njima obstaja kaksSen
izomorfizem, t.j. bijektivna preslikava ¢ : V(G1) — V(G3) za katero je uv € E(Gh)
natanko tedaj, ko je ¢(u)p(v) € E(Gs).

Spodnja tabela prikazuje stevilo razli¢ih fulerenov na n vozliscih.

n | Stevilo fulerenov || n | Stevilo fulerenov
20 1 42 45
22 0 44 89
24 1 46 116
26 1 48 199
28 2 50 271
30 3 52 437
32 6 54 580
34 6 56 924
36 15 58 1205
38 17 60 1812
40 40

5. CIKLICNA POVEZANOST

Definicija 5.1. Graf je ciklicno k-povezan po povezavah, na kratko ciklicno k-
povezan, ¢e je potrebno odstraniti vsaj k povezav, da graf razpade na dve kompo-
nenti tako, da obe vsebujeta cikel. Tej mnozici k povezav pravimo ciklicni k-prerez.
Ce eden od razpadlih delov grafa vsebuje le k cikel, je pripadajoci cikliéni k-prerez
trivialen.

SLIKA 15. Primer trivialnega ciklicnega 5-prereza (odebeljeno).

Hitro vidimo, da v nobenem fulerenskem grafu ciklicna povezanost ne more biti
ve¢ kot pet. Namre¢, ¢e odstranimo pet povezav ob petkotnem licu (kot na sliki
zgoraj), graf razpade na dva dela in oba vsebujeta cikel. Pokazali bomo, da so
fulereni cikli¢no 5-povezani grafi. V pomoc pri dokazovanju nam bo naslednja lema.

Lema 5.2. Naj bo G 3-reqularen, 3-povezan in ciklicno k-povezan ravninski graf.
Potem za vsak ciklicni k-prerez E = {ey, eq, ..., ex} obstajata cikla C" in C" v kom-
ponentah grafa G — E, tako da ima vsaka povezava e; € E eno krajisce na C' in
drugo na C".

Dokaz. Naj bo E = {ey,ea,..., e} cikliéni prerez grafa G. Potem G — E razpade
na dve komponenti G’ in G”, ki vsebujeta cikel. Imenujmo ta cikla C; in Cs. Pred-
postavimo lahko, da je zunanje lice G ravno zunanje lice G” (v nasprotnem primeru
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izberemo drugacno ravninsko sliko grafa GG). Torej G’ lezi v nekem notranjem licu
fo grafa G”. Oznac¢imo mejo lica fy s C” in mejo zunanjega lica G' s C”.

Trdimo, da sta G’ in G” 2-povezana. Ce G’ ni 2-povezan, obstaja povezava e, brez
katere G’ razpade na dve komponenti, G in G',. Naj bo cikel C} vsebovan v G|. Po
drugi strani mora E vsebovati vsaj dve povezavi z enim krajis¢em v G5, sicer bi lahko
izbrali manj kot tri povezave, brez katerih bi G razpadel na vsaj dve komponenti,
kar nasprotuje 3-povezanosti grafa G. Torej je Stevilo povezav iz F z enim koncem
v G najve¢ k — 2. Te povezave skupaj z e tvorijo kve¢jemu cikli¢ni (k — 1)-prerez
grafa GG. To je ocitno, saj brez teh povezav G razpade na dve komponenti G/ in
G — G, pri cemer G vsebuje C1, G — G pa Cy. To je protislovje s predpostavko,
da je G cikli¢no k-povezan in zato je G’ 2-povezan graf. Podobno dobimo, da je G”
2-povezan.

Ker je vsako lice 2-povezanega ravninskega grafa omejeno s ciklom, sta C” in C”
cikla. Zaradi ravninskosti grafa GG ima vsaka povezava e; € E eno krajisce v C' in
drugo v C”. O

Da fulereni nimajo cikliénih prerezov velikosti manj kot tri je jasno, saj so 3-
povezani grafi.

Trditev 5.3. Fulereni nimajo ciklicnega 3-prereza.

Dokaz. Dokazujemo s protislovjem. Pa recimo, da obstaja fuleren, ki ima cikli¢ni
3-prerez. To pomeni, da obstajajo tri povezave ey, e, e3, brez katerih ta fuleren
razpade na dve komponenti, s ciklom v vsaki. Po lemi 5.2 obstajata cikla C’ in C”,
tako, da ima vsaka povezava e;, i € {1,2,3} eno krajis¢e na C’ in drugo na C”.
Imenujmo ta vozliséa v; € C" in v} € C”, i € {1,2,3}.

1
Uy

C/l

€1 €3
11 ¢ o !/
U U3

SLikA 16. Lokalna struktura fulerena F.

Ce ne bi bilo nobenih drugih vozlisé na C’, bi bilo C’ trikotno lice. To je v
nasprotju z definicijo fulerenov. Enako velja za C”. Oznacimo sedaj stevilo dodatnih
vozlisé na C" in C” s k' in k”. Zaradi kubic¢nosti in 3-povezanosti fulerenov mora
biti &’ vsaj 3 (prav tako k). Te lastnosti sicer veljajo tudi v primeru k = 2, vendar
le, ¢e dodatni vozlisci povezemo med sabo. S tem tvorimo lice dolzine tri in zato ta
moznost odpade (slika 17). Torej velja k' +k” > 6. Po drugi strani je k' + k" < 6, saj
na C’ in C” ni mogoce namestiti ve¢ kot Sest dodatnih vozlis¢, na vsakega vsaj tri,
ne da bi tvorili lice dolzine ve¢ kot Sest, natancneje, tvoril bi ga cikel vjv; vy, vy .
Velja torej k' = k" = 3 in C’, C” sta dolzine Sest. Brez skode za splosnost, naj bo
C’ vsebovan v C”. Potem je vsako od treh dodatnih vozlis¢ na C” krajisce povezave,
ki gleda v notranjost C’ (v nasprotnem primeru krgimo 3-povezanost). Oznacimo te
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SLIKA 17. Lokalna struktura F', ko je k' = 2.

povezave z ¢}, i € {1,2,3}. Ce bi dve od teh imeli skupno krajisce v’ v notranjosti C’,
bi zaradi kubicnosti in 3-povezanosti sledilo, da je v" tudi krajisce tretje povezave.
S tem bi pridelali vsaj eno trikotno ali Stirikotno lice (odvisno, kako razporedimo
dodatna vozlisca na C”), kar ni mozno.

" !
Uy Uy

‘Q‘ /N

€1 €3 €1 €3
" " " "
Ul L 4 2 U3 Ul & 2 d US

SLIKA 18. Skupno krajisée v’ povezav e, povzroc¢i trikotna oz.
stirikotna lica v F.

Enako argumentiranje kot zgoraj nas pripelje do sklepa, da krajisca e, lezijo na
ciklu C1, z natancno tremi dodatnimi vozliséi na C{. To lahko ponavljamo v ne-
skonc¢nost, vendar, ker je fuleren koncen graf, se moramo na nekem koraku ustaviti.
Recimo, da se ustavimo na n-tem koraku, torej pri ciklu C/,. Ta cikel je lahko tri-
kotno lice, ali pa Sestkotni cikel z enim vozliS¢éem v notrajosti. Kot smo videli, nas
obe moznosti pripeljeta v protislovje z definicijo fulerenskih grafov. O]

Trditev 5.4. Fulereni nimajo ciklicnega 4-prereza.

Dokaz. Dokaza se zopet lotimo s protislovjem. Recimo, da ostaja fuleren F', ki
ga ima. Izmed vseh ciklicnih 4-prerezov izberemo tistega, oznacimo ga z E =
{e1, €9, €3, €4}, ¢igar ena od dveh komponent F'— E, recimo F’, ima najmanjse Stevilo
vozlis¢. Druga komponenta grafa F' — E naj bo F”. Po lemi 5.2 obstajata cikla C”
in C” v F" in F”, tako da ima vsaka povezava e;, i € {1,2,3,4} eno krajisce na C’
in drugo na C”. Po dokazu te leme lahko sklepamo tudi, da F’ lezi v notranjosti

C".
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SLIKA 19. Lokalna struktura fulerena F'.

Oznacimo Stevilo dodatnih vozlisé na C" in C” s k' in k”. Trdimo, da je k' + k" <

8, saj bi v nasprotnem primeru tvorili lice dolzine vec¢ kot Sest (tvoril bi ga cikel
/

UiV U1V )-

Oglejmo si sedaj podgraf F’ in poimenujmo z v, € in f’ po vrsti njegovo Stevilo
vozlis¢, povezav ter notranjih lic. Naj bo r Stevilo vozlis¢ v notranjosti cikla C”.
Potem imamo

(1) vV=r+k+4

in po lemi o rokovanju 3.8

(2) 2¢' = 3r + 3k + 8.

Vstavimo (1) in (2) v Eulerjevo formulo v' — ¢’ + f' = 1 in dobimo
k' 2

(3) f':e'—v'+1:+++.

Naj bo p stevilo lic dolzine pet in h Stevilo lic dolzine Sest v notranjosti C’. Potem
imamo

(@) f=p+h
in
S5p+6h+ K +4
) g DpHGh Ik 44
2
saj vsaka povezava meji na dve lici. Enacbe (2)—(5) nam sedaj dajo
1
p+h= 5(l~c’+r+2)

5p + 6h = 4 + 2k’ + 3r,
iz cesar dobimo
p=FK +2.

Torej je f' =p+ h > p = k' + 2. To pomeni, da je v notranjosti C’ vsaj k' + 2
lic. Zaradi kubic¢nosti in 3-regularnosti fulerenov, za vsako dodatno vozlisée na C’
obstaja natancno ena povezava, obrnjena v notranjost C’. Ozna¢imo mnozico teh
povezav z E’. 'V notranjosti C’ o¢itno obstaja vsaj eno lice fi, katerega meja je

disjunktna s ciklom C’. Torej je E’ cikli¢ni prerez velikosti k' grafa F', saj ena od
komponent, imenujmo jo F*, vsebuje cikel, ki omejuje lice f;, druga pa C".
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Potem velja |E'| = k' > 4, saj je G cikliéno 4-povezan. Ce ta razlog apliciramo e
na C”, dobimo k" > 4. Zgornja trditev &'+ k" < 8 nam zato da k' = k" = 4. Torej je
velikost ciklicnega prereza |E’| = 4. Ampak sedaj ima komponenta F* grafa F' — E’
manj vozlis¢ kot F’. To je v nasprotju z naso izbiro F’. O

Ugotovili smo, da je potrebno odstraniti vsaj pet povezav, da fuleren razpade na
dve komponenti, s ciklom v vsaki.

Trditev 5.5. Fulereni so ciklicno 5-povezani.

Posledica 5.6. Dolzina najmangsega cikla v fulerenskih grafih je pet.

6. POPOLNA PRIREJANJA

Ogljikovi atomi so 4-valentni, torej je natanko ena izmed treh vezi v fulerenu
podvojena. Tej mnozici podvojenih vezi kemiki pravijo Kekulé struktura, v teoriji
grafov pa to ustreza pojmu popolno prirejanje.

Definicija 6.1. Prirejanje v grafu G je mnozica povezav M C FE(G), kjer si nobeni
dve povezavi iz M ne delita skupnega krajisca. Prirejanje M je popolno, ce je vsako
vozlisce v G krajisce neke povezave v M.

SLIKA 20. Primer prirejanja (levo) in popolnega prirejanja (desno)
na fulerenu Cyy.

Zanima nas, koliko razlicnih popolnih prirejanj lahko najdemo v splosnem fule-
renskem grafu, saj je to stevilo indikator za stabilnost fulerenske molekule.

Ker so fulereni kubic¢ni grafi, hitro vidimo, da ima vsak fuleren vsaj tri razlicna
popolna prirejanja. Dobimo jih tako, da tri povezave pri vsakem vozlis¢u pobarvamo
z razlicnimi barvami. Vsako izmed treh barvanj tvori popolno prirejanje, saj so pri
takem prirejanju pokrita vsa vozlis¢a in nobeno prirejanje ne vsebuje vozlisca vec
kot enkrat.

Trditev 6.2. Stevilo popolnih prirejanj v fulerenih raste eksponentno s Stevilom
vozlisc.

Dokaz je razdeljen na dva dela. Najprej bomo pokazali, da trditev velja za fu-
lerene, ki imajo netrivialne ciklicne 5-prereze, potem pa Se za fulerene, ki nimajo
netrivialnih cikli¢nih 5-prerezov.

Naj bo C' cikel v fulerenu F'. Z Not(C') oznacimo mnozico vozlis¢ v F, ki lezijo
znotraj cikla C, z Zun(C') pa tista vozlisca iz F', ki lezijo zunaj cikla C'. Naslednja
trditev je takojsnja posledica Eulerjeve formule.
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Trditev 6.3. Naj bo C' cikel dolzine deset v fulerenu F, tako da obstaja natancéno
pet vozlis¢ na C', ki imajo sosede v notranjosti C. Potem obstaja natancno Sest lic
dolzine 5 v podgrafu, induciranem z V(C) U Not(C). Za Stevilo Sestkotnih lic ni
omejitev.

Najprej bomo pokazali, da vsak fuleren, ki ima netrivialen cikli¢ni 5-prerez, vse-
buje dve antipodni penta-kapici. Penta-kapica je ravninski graf na 15 vozlis¢ih in
s sedmimi lici, od tega je Sest lic dolzine pet in eno lice dolzine deset. Dodekae-
der naprimer dobimo iz dveh penta-kapic tako, da identificiramo deset vozlis¢ na
zunanjem obrocu obeh penta-kapic. Za pomo¢ pri dokazovanju nam bo prav prisla
naslednja lema.

SLIKA 21. Penta-kapica.

Naj bo {fi;i € Z;} taka mnozica [ lic fulerena F', da je f; preko povezave e; sosednji
7z fix1, @ € Zy. Ce so povezave iz {e;;i € Z;} neodvisne, pravimo, da {f;;7 € Z;}
tvori obro¢ [ lic.

Lema 6.4. Naj bo F' fuleren, ki vsebuje obro¢ R petih lic in naj bo C' notrangi ter
C' zunanji cikel R. Potem velja ena od sledecih moznosti:

e C ali C' je lice,

e oba C in C' sta dolZine deset in vseh pet lic obroca R je Sestkotnih.

Dokaz. Naj bodo fo, fi1, fo, f3 in f4 lica obroca R, tako da je f; sosednji z f; 1,
i € Zs. Naj bo T' mnozica povezav med temi lici (slika 22). Ocitno je T' ciklicen
5-prerez grafa F' in Ce je T trivialen ciklicen 5-prerez, je eno izmed C' in C' lice. S
tem je prva moznost dokazana. Za dokaz druge moznosti predpostavimo, da 7' ni
trivialen cikliéni 5-prerez in da nobeno izmed C' in C’ ni lice.

Naj bo S = Not(C'), " = Zun(C"), [ dolzina C in I’ dolzina cikla C’. Brez skode
za splognost naj bo [ <!’. V odvisnosti od tega, ali je vseh pet lic v R dolzine pet,
ali v drugem skrajnem primeru dolzine Sest, ali pa je mogoce nekaj takih z dolzino
pet in nekaj takih z dolzino Sest, dobimo neenakost

(6) 15 <141 < 20.

Glede na to, da je T' netrivialni cikli¢ni 5-prerez in da C' ni lice, mora biti [ > 6.

Ce je I € {6,7}, ima ena (v primeru Sest) oz. dve (v primeru sedem) povezavi,
dva dela, kar je v nasprotju s 3-povezanostjo fulerenov. Zato je [ > 8.

Pa recimo, da je [ = 8. Potem obstaja mnozica treh povezav {u;v, usve, uzvs},
kjer so uy,uz,us € V(C), u; # uj za i # j in vy,v9,v3 € S. Ker je F ciklicno
5-povezan, je podgraf F', induciran s S, gozd, tj. graf, ki ne vsebuje nobenega cikla.
V nasprotnem primeru bi lahko odstranili zgornje tri povezave in F' bi razpadel na
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SLIKA 22. Lokalna struktura fulerena F', ki vsebuje netrivialni ci-
kliéni 5-prerez.

dva dela, pri cemer bi vsak vseboval cikel, kar nas pripelje v protislovje. Torej je
tudi podgraf F', induciran s S in mnozico {uy, ug, uz}, gozd. Imenujmo ta graf X.
Naj bo m = |S U {u1,us,uz}| = |V(X)|. Ker so vsa vozlis¢a v S stopnje tri, nam
lema o rokovanju da 2|E(X)| = 3(m — 3) + 3, po drugi strani pa za gozdove velja
enacha |E(X)| = |V(X)| —p = m —p, kjer je p stevilo komponent grafa X. Dobimo

(7) m =6 — 2p,

iz cesar sledi p = 1 in zato m = 4. Torej je |S| = 1 in v; = v = v3. To nas pripelje v
protislovje s posledico 5.6, saj podgraf, induciran z V(C') U Not(C'), vsebuje 3 in/ali
4-cikle.

Predpostavimo sedaj, da je [ = 9. Potem obstaja mnozica {ujvy, ugvs, ugvs, usvy}
stirih povezav, kjer so wy, ug, us, uqs € V(C), u; # u; za i # j in vy, v, 03,04 € S.
Ker je F' ciklicno 5-povezan, je podgraf F', induciran s S, zopet gozd in prav tako
podgraf F' induciran s S in mnozico {uy, us, ug, us}. Slednjega imenujmo X. Naj bo
m = |S U{uy, us, ug, us }| = |V(X)|. Podobno kot zgoraj dobimo

(8) m =8 — 2p,

kjer je p stevilo povezanih komponent X. Ocitno je p < 2. Ce je p = 1, nam (8)
da m = 6 in tako S vsebuje dve vozlis¢i. Naj bo v; = vy ter v3 = v4. X ima dve
vozlisci stopnje tri in Stiri vozlisca stopnje ena. Ampak ker je [ = 9, podobno kot v
primeru [ = 8, vidimo, da podgraf, induciran z V(C) UNot(C'), vsebuje cikel dolzine
stiri, protislovije. Ce je p = 2, nam (8) da m = 4. To pomeni S = ). Nae stiri
povezave so torej ujus = usty in uzuy = ususz, Kar pa nas zopet pripelje v protislovje
s posledico 5.6.

Upostevamo (6) in dobimo [ = I’ = 10, ter s tem dejstvo, da so vsa lica f;, i € Zs
obroca R dolzine Sest. O

Naj bo R obroc fulerena F', sestavljen iz lic, z notranjim ciklom C in zunanjim
C". Lice f € R je tipa (j) = (j)c, Ce obstaja j vozlisé na f, ki imajo tretjega soseda
(tistega, ki ni neposredni sosed na C') v Not(C') UV(C). Ker je f lahko le petkotno
ali Sestkotno, velja 0 < 7 < 2. Za obro¢ R, ki vsebuje r lic fo, fi,..., fr—1, tako da
je fi sosednji z fi1, i € Z,, pravimo, da je tipa (joji - jr—1) = (Joj1 - Jr—1)c, Ce
je fi € R tipa (j;), za vsak i € Z,. Na primer, obro¢, za katerega je notranji cikel
lice, je tipa (00000), ¢e je notranje lice dolzine pet oz. tipa (000000), ¢e je notranje
lice dolzine Sest.
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Trditev 6.5. Naj bo F' fuleren z netrivialnim ciklicnim 5-prerezom. Potem F' wvse-
buje penta-kapico, natancneje, vsebuje dve disjunktni antipodni penta-kapici.

Opomba 6.6. Fulereni z netrivialnimi ciklicnimi 5-prerezi so posebne vrste nano-
cevk.

SLIKA 23. Primer antipodnih pentakapic v nanocevi.

Dokaz. Naj bo T netrivialen ciklicni 5-prerez fulerena F' in R obro¢, ki ga doloca
T. R vsebuje pet lic fo, f1, fo, f3 in f4, tako da je f; sosednji z fii1, ¢ € Zs,
preko povezave iz T. Naj bo C zopet notranji, C’ zunanji cikel R, S = Not(C),
S" = 7Zun(C") in l = I(C) ter ' = I(C"). Lema 6.4 nam da [ =1’ = 10. Torej je
vseh pet lic obroc¢a R Sestkotnih in na C' je natancéno pet vozlisé, ki imajo soseda v
S. Glede na to, kako razvrstimo vozliséa na C, je R lahko sledecih tipov: (11111),
(21110), (21101), (22100), (21200), (20210) ali (01022), pri cemer (01022) dobimo
iz (21200), ¢e zamenjamo vlogi C' in C’. R je lahko torej Sestih razli¢nih tipov, ki
jih prikazuje slika 24.

Trdimo, da je R lahko le tipa (11111). Naj bo C' = wugu; - - - ug. Predpostavimo
najprej, da obstajata i,j € Zg, j ¢ {i —1,4,1+ 1}, da sta u; in u; sosednji vozlisci.
Slika 25 prikazuje primer na obrocu tipa (21110). Ravninskost in 3-povezanost F
implicirata, da u;, uit1,...,uj—1,u; ali pa u;,uj41,...,u;—1,u; doloca lice I, ki ga
imenujmo f. S preverjanjem vseh Sestih moznosti dobimo, da je R lahko le tipa
(21200) ali tipa (22100). Ampak potem ffofif2 tvorijo obro¢ stirih lic, kar nas
pripelje v protislovje s ciklicno 5-povezanostjo fulerenov (slika 26).

Pa recimo sedaj, da obstajata i, j € Zg, i # j, da imata w; in u; skupnega soseda v
S. Ce mnozico sosedov vozliséa u oznacimo z N (u), to pomeni N (u;) N (u;)NS # 0.
Ker je dolzina najmanjsega cikla v F' pet, dobimo 3 < i — 7 < 5. Ravninskost in 3-
povezanost F' kot prej implicirata, da u;, w;y1,. .., 4 1, u; ali pa uj, wjp1, ..., Ui—1, U
doloca lice f v F. Opazimo, da u; in u; ne moreta lezati na sosednjih licih obroca
R, torej ima f za soseda eno, ali pa dve lici iz R tipa (0). Ce je sosed f tipa (0)
eden, je f petkotno lice. V tem primeru f skupaj s stirimi lici obroca R, ki niso tipa
(0), tvori obro¢ petih lic, kar nasprotuje lemi 6.4. Ce pa sta soseda f tipa (0) dva,
potem f skupaj s tremi nenic¢elnimi lici R tvori obro¢ stirih lic, kar pa nasprotuje
cikliéni 5-povezanosti F (slika 27).

Velja torej N(u;) "N(u;) NS = 0 in zato |S| > 5. To pomeni, da tipa (22100)
in (21200) na prideta v postev, saj bi s tem dobili lice dolzine sedem ali vec. Ce
je graf induciran s S in s tem tudi graf induciran s S + {u;,, wsy, Wiy, ug,, ui b (pri
cemer je {w;,, Uiy, Wiy, Uiy, Uiy } Mnozica vozlisé s tretjimi sosedi v Not(C) U V(C))
gozd, dobimo

(9) |SU {wiy s Wiy, iy s Wiy, i | = 10 — 2p,

kjer je p stevilo povezanih komponent grafa F[S + {u;,, w;,, Uiy, iy, U }]. Ampak,
ker je [S'U {u;,, iy, Uiy, Wiy, uis }| > 10 in p > 1, je to nemogoce. Zato F'[S] vsebuje
cikel in obstaja obro¢ petih lic R, katerega zunanji cikel je C'. Po lemi 6.4 je lahko
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SLIKA 24. Sest moznih tipov R. Po vrsti (11111), (21110), (21101),
(22100), (21200) in (20210).

notranji cikel obroc¢a R’ petkotno lice in vsa lica R’ so petkotna, ali pa so vsa lica v R’
dolzine est. Ce velja prvo, je trditev dokazana. V nasprotnem primeru zamenjamo
R z R', nadaljujemo z argumenti zgoraj in upostevamo, da je F' koné¢en graf. Tako
pridemo do obroc¢a s petimi lici dolzine pet, kar nam da penta-kapico. Natanéneje,
ker obro¢ soseden obrocu tipa (21110), (21101) ali (20210) vedno vsebuje Sestkotno
lice, se postopek ustavi le, ¢e je R tipa (11111). Pri zunanjem ciklu C” je postopek
enak, zato pridelamo dve disjunktni antipodni penta-kapici. O]
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SLIKA 25. Slika prikazuje vse moznosti na obroc¢u tipa (21110) za
i,j € Lo, j ¢ {i—1,4,i4+ 1}, ko sta u; in u; sosednji vozliséi. Primeri
1, 4 in 7 odpadejo, saj pridelamo trikotno lice. Enako velja za primer
9, ko pridelamo stirikotno lice. Primer 2 bi brez povezave usmerjene
v notranjost C' in s krajis¢em wus razpadel na dva disjunktna grafa,
kar nasprotuje 3-povezanosti fulerenskih gafov. Zaradi istega razloga
odpadejo tudi ostali primeri.
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SLIKA 26. Obro¢ $tirih lic v primeru (22100) tvori cikli¢ni 4-prerez,
oznacen odebeljeno.

C’ (o

R R

SLIKA 27. V prvem primeru, ko ima f za soseda eno lice iz R tipa
(0), skupaj z fa, fo, f1 in fo tvori obro¢ petih lic. To nasprotuje lemi
6.4, saj notranji cikel novega obroca ni dolzine 10. V dugem primeru,
ko f meji na dve lici iz R tipa (0), z fo, f1 in fy tvori obroc¢ stirih lic,
kar pa nasprotuje cikli¢ni 5-povezanosti.

Definicija 6.7. Cikel C' v grafu G je Hamiltonov, ¢e velja V(C) = V(G).
Zgled 6.8. Dodekaeder vsebuje Hamiltonov cikel.

SLIKA 28. Hamiltonov cikel v dodekaedru.
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Trditev 6.9. Naj bo F' fuleren z netrivialnim ciklicnim 5-prerezom ali dodekaeder.
Potem F vsebuje Hamiltonov cikel. Velja:

e Ce je Stevilo Sestkotnih lic v F' liho, potem obstaja pot lic, ki vsebuje natancno
dve petkotni lici iz vsake od penta-kapice. Meja te poti doloca Hamiltonov
cikel v F' in

e cCe je stevilo Sestkotnih lic v F' sodo, potem obstaja pot lic, ki vsebuje natancno
sest petkotnih lic, in sicer dve iz prve in stiri iz druge penta-kapice. Meja te
poti doloca Hamiltonov cikel v F.

Dokaz. Po trditvi 6.5 fuleren F' vsebuje dve antipodni penta-kapici. Po dokazu trdi-
tve 6.5 lahko sklepamo, da med tema kapicama obstajajo obroci s petimi Sestkotnimi
lici, kratko Sestkotniski obroci, tako da za vsak tak obro¢ drzi naslednje: v vsakem
Sestkotnem licu obroca obstaja vozlisce, ki ima soseda znotraj obroca in vozlisce, ki
ima soseda zunaj obroca.

Naj bo h stevilo lic dolzine Sest v F'. Velja h = 5r, kjer je r Stevilo Sestkotniskih
obrocev v F. Dokaz bo tekel z indukcijo na r. Ce je 7 = 0, je F dodekaeder in pot
lic, ki porodi Hamiltonov cikel o¢itno obstaja. To velja tudi za r < 2 (slika 29).

SLIKA 29. Pot lic, ki doloca Hamiltonov cikel za r =0, r =1 in r = 2.

Recimo sedaj, da nasa trditev velja za fulerene z r > 2 in pokazimo, da velja tudi
za fulerene z r+1 Sestkotniskimi obroc¢i. Oznacimo z R Sestkotniski obro¢, ki meji na
eno od penta-kapic in z R’ Sestkotnigki obro¢ soseden z R. Naj bo Cy notranji in C}
zunanji cikel obroca R. C je torej notranji cikel R'; Cy pa naj bo zunanji cikel R'.
Iz fulerena z r 4+ 1 dobimo fuleren z r Sestkotniskimi lici na slede¢ na¢in: odstranimo
vozlisca cikla C in s tem povezave, katerih krajis¢a so to bila, ter povezemo vozlisca
stopnje dva, kot prikazujeta sliki 30 in 31. Dobljeni fuleren oznac¢imo z F.

Ce je r + 1 sodo, je r liho. Po indukeiji obstaja Hamiltonova pot v F, ki jo tvori
pot lic z natan¢no dvema petkotnima licema v vsaki penta-kapici. Brez tezav sedaj
konstruiramo pot lic v F' z natancno Sestimi petkotnimi lici, ki doloca Hamiltonov
cikel v F' (slika 30).

Ce pa je r + 1 liho, je r sodo. Po indukciji obstaja Hamiltonova pot v F, ki
jo tvori pot lic z dvema petkotnima licema v eni in Stirimi petkotnimi lici v drugi
penta-kapici. Zopet konstruiramo pot lic v F' z natancno dvema petkotnima licema
v vsaki penta-kapici in tako dobimo Hamiltonov cikel (slika 31). U
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SLIKA 30. Lokalna struktura Hamiltonovega cikla v F na levi ter
lokalna struktura Hamiltonovega cikla v F' na desni, za r + 1 sodo.

SLIKA 31. Lokalna struktura Hamiltonovega cikla v F na levi ter
lokalna struktura Hamiltonovega cikla v F' na desni, za r + 1 liho.

Opazimo, da pot lic v fulerenu z netrivialnim cikli¢nim 5-prerezom, konstruirana v
zgornjem dokazu, ni enoli¢na. S pomocjo slike 32 vidimo, da drzi naslednja trditev.

Trditev 6.10. Naj bo F' fuleren z netrivialnim ciklicnim 5-prerezom. Naj bo r
stevilo sestkotniskih obrocev v F. Velja:

e Ce jer sodo, je tevilo razlicnih Hamiltonovih ciklov v F vsaj 5 - 2511 in

e Ce jer liho, je stevilo razlicnih Hamiltonovih ciklov v F' vsaj 5 - 25

Vsak Hamiltonov cikel dolo¢a tri popolna prirejanja v F. Ce upostevamo Se
dejstvo, da je stevilo Sestkotniskih obrocev v fulerenu z netrivialnim cikli¢nim 5-
prerezom r = {5 — 2, kjer je n Stevilo vozlis¢ v F', dobimo naslednjo posledico.

Posledica 6.11. Naj bo F' fuleren z n vozlisci z netrivialnim ciklicnim 5-prerezom.
Potem je stevilo popolnih prirejanj v F' vsaj 15 - 23072,

S tem je zakljucen prvi del nasega dokaza. Drugi del se tice fulerenov, ki nimajo
netrivialnih cikli¢nih 5-prerezov.
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SLIKA 32. Stiri razliéne poti lic za fuleren F z r = 2, za izbrano
petkotno lice poleg osrednjega lica dolzine pet. Ker lahko petkotno
lice izberemo na pet nacinov, ima fuleren vsaj 5 - 227! = 20 razli¢nih
Hamiltonovih ciklov.

Definicija 6.12. Dual ravninskega grafa G je graf G*, ki ima za vozlisca lica grafa
G, povezave pa dobimo tako, da za vsako povezavo e € E(G) dodamo povezavo med
licema, na robu katerih lezi.

SLIKA 33. Primer duala Cy,*, narisan z vijolicno barvo.
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Definicija 6.13. Lice dolzine Sest je resonantno, ¢e ga omejujejo tri povezave po-
polnega prirejanja.

Zgled 6.14. V zgledu popolnega prirejanja na sliki 20, sta obe Sestkotni lici reso-
nantni.

Trditev 6.15. Naj bo F fuleren z n wvozlisci, ki nima netrivialnih ciklicnih 5-
prerezov. Tedaj je stevilo popolnih prirejany v F' vsaj 2751

Opomba 6.16. Za fulerene z majhnim Stevilom vozlis¢ je boljsa linearna meja

(WL zato se omejimo na fulerene z ve¢ kot 380 vozlisci.
Dokaz. 1deja dokaza je, da najdemo tako popolno prirejanje M v F', ki ima vsaj ”‘6—?180

disjunktinih, resonantnih lic dolzine Sest. Ker lahko v vsakem takem Sestkotniku
zamenjamo prirejanje neodvisno od ostalih Sestkotnikov, je takih prirejanj 275
Dualni graf F™* fulerena F je triangulacija v ravnini z 12 vozlis¢i stopnje pet in
ostalimi voziséi stopnje Sest. Naj bo U = {uq,us,...,uj2} mnozica vozlis¢ stopnje
pet. Nas cilj je konstruirati tako mnozico vozlis¢ W C V(F*) stopnje Sest, da bo
veljalo:
e razdalja med v in v/ v F* mora biti vsaj 5, za vse v,v" € W, pri ¢emer v # v/,
e razdalja med v in w v F'* mora biti vsaj 3, za vse v € W inu € U.
Mnozico W dobimo z naslednjim algoritmom: postavimo Wy = (). Z belo barvo
pobarvamo vsa vozlista na razdalji najve¢ dva od wu;, za vsak i € {1,2,...,12}.
Ostala vozlis¢a naj bodo ¢rna. Bela vozlis¢a ne morejo biti elementi mnozice W.
Za vsak u; € U je najveC pet vozlis¢, ki so od u; oddaljeni za ena in najve¢ deset
vozlise, ki so oddaljeni za dva. Torej smo pridelali najve¢ 12 - (1 + 5+ 10) = 192
belih vozlisc. Ker imajo nasi fulereni vsaj 380 vozlis¢, je zagotovo Se kaksno ¢rno.
Izberemo ¢érno vozlisce vg in ga dodamo mnozici Wy, := Wj_; U {v}. Sedaj z belo
pobarvamo vsa vozlis¢a, ki so za najvec stiri oddaljena od v,. Hitro vidimo, da za
vsako vozlisée v pridelamo kvec¢jemu 1 + 6 + 12 + 18 + 24 = 61 belih vozlis¢c. Ta
algoritem ponavljamo, dokler ne zmanjka crnih vozlisc.

Mnozica W vsebuje vsaj VIF)-192 fﬂ% vozlise, kjer je f stevilo lic fulerena F'.

61 6
Ce uporabimo Eulerjevo formulo in Lemo o rokovanju, dobimo f = 5+2, kar nam
da W] > B350

Zdaj pa si poglejmo, kako konstruirati prirejanje v F' z veliko disjunktnimi, reso-
nantnimi lici dolzine 8est. Naj bo v € W in R(v) mnozica vozlis¢, ki so za najve¢ dva
oddaljena od v (slika 34). Vozliséa na razdalji dva od v tvorijo cikel dolzine 12 v F*.
Naj bo mnozica R'(v) mnozica Sestih neodvisnih vozlis¢ iz R(v) narisanih z modro
barvo na sliki 34. Ker F' nima netrivialnih cikliénih 5-prerezov, so vsa vozlisca iz
R'(v) razlicna med sabo in tvorijo neodvisno mnozico v F*.

Mnozice R'(v) so za vsak v € W paroma disjunktne, saj je med elementi mnozice
W razdalja vsaj pet. Sledi konstrukcija ravninskih grafov Hy in H. Za vsak v €
W izbrisemo v in njegovih Sest sosedov ter dobljeni graf ozna¢imo s Hy. Dalje

identificiramo Sest vozlis¢ mnozice R'(v) in s tem dobimo graf H (slika 35).

Definicija 6.17. Preslikava f : V(G) — {1,2,...,k} je k-barvanje vozlis¢ grafa G,
¢e velja, da nobeni dve sosednji vozlisci nista enako obarvani. Ce ima G k-barvanje
pravimo, da je G k-obarvljiv.
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SLIKA 34. R(v) in Sest vozlis¢ R'(v).

SLIKA 35. Lokalna zgradba grafov Hy in H.

Zgled 6.18. Fuleren (s, je primer 3-obarvljivega grafa.

SLIKA 36. 3-obarvljiv Cay.

Po izreku stirih barv, ki pravi, da se da vsak ravninski graf pobarvati s stirimi
barvami, je H 4-obarvljiv. Barvanje H inducira barvanje H, tako, da je Sest vozlis¢
mnozice R'(v) pobarvanih z isto barvo. Imenujmo to barvo 1. Zdaj pa razsirimo
to barvanje na barvanje grafa F'*. Najprej pobarvamo vsa vozliséa v z barvo 1. Za
vsak v € W je le Se Sest nepobarvanih vozlis¢ grafa F'* in to je natanko 6-cikel, ki
ga tvorijo sosedi vozlis¢a v. Vsako izmed teh vozlis¢ ima 3 sosede pobarvane z 1 in
enega soseda druge barve (barva 2). Za vsako tako vozlisce sta torej mozni dve barvi
(barva 3 in 4). Neobarvan cikel pobarvamo izmeni¢no s tema barvama in dobimo
barvanje grafa F™*.
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Definicija 6.19. Preslikava g : E(G) — {1,2,...,k} je k-barvanje povezav grafa
G, ¢e velja, da nobeni dve sosednji povezavi nista enako obarvani.

Sedaj 4-barvanje vozlisé F'* inducira 3-barvanje povezav grafa F'. Kako to vidimo?
Opazimo, da imamo v F* Sest razlicnih tipov povezav: 12, 13, 14, 23, 24 in 34.
Disjunktne povezave v F, ki ustrezajo povezavam v F* tipov 12 in 34 pobarvamo
z barvo a, tiste, ki ustrezajo tipom 13 in 24 z b in ostale, torej tiste, ki ustrezajo
tipom 14 in 23 z barvo ¢ (slika 37). Ker je graf F' kubicen, vsak barvni razred a, b,
in ¢ tvori popolno prirejanje v F' .

.7\/7.

L} /\70
SLIKA 37. 3-bravanje povezav grafa F'.

Naj bo f pripadajoce lice vozlisca w € F*, soseda vozlisca v € W. Ker ima
w tri sosede v F* pobarvane z barvo 1, so pripadajoce povezave na robu lica f
pobarvane z enako barvo. Torej je lice f resonantno pri enem od treh popolnih
prirejanj, tvorjenih z barvnimi razredi a, b ali c.

Obstaja Sest takih resonantnih lic za tri popolna prirejanja za vsak v € W. Sku-
paj je tako 6|WW| resonantnih lic, torej ima eno od prirejanj vsaj 2|W| > 2350
resonantnih lic.

Preverimo Se, da so resonantna lica istega barvnega razreda vedno disjunktna. Pa
recimo, da dve lici nista disjunktni. Torej pripadata sosedoma w in w’, ki sta oba
soseda v € W. Ampak povezavi, ki pripadata vw in vw’ sta razlicnih barv in ravno
v tej barvi sta lici resonantni. Torej sta Sestkotnika, ki pripadata w in w’ resonantna
v razlicnih barvnih razredih, oz. za razlicna popolna prirejanja. Nasa trditev je s
tem dokazana. O

7. ZAKLJUCEK

Letos mineva 26 let od odkritja fulerenov in v tem casu so znanstveniki po vsem
svetu razvozlali kar nekaj skrivnosti na to temo. Se vedno pa ostaja veliko odprtih
vprasanj. Eno izmed najbolj zanimivih je poseben primer Barnettove domneve, ki
pravi, da imajo vsi fulereni Hamiltonov cikel. Mi smo dokazali, da ga zagotovo imajo
tisti z netrivialnim ciklicnim 5-prerezom. Na odgovor, ali to velja tudi za ostale, pa
bo potrebno Se malce pocakati.
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